
Differenzieren 2

Gebr. rationale Funktionen

1111....        Leite ab: (Resultate vereinfacht, auf    eeeeiiiinnnneeeemmmm Bruchstrich; nur Exponenten 
aus ª, ev. mit Wurzeln):

a)  y = (2 - 5x) : (7x“ + 4)“   mit Quotientenregel
b) Wie a), aber mit Produktregel

 c)  y =  5   (x“ + 3x + 1)¢

d)  y =   
m“- n“

1  (2x - 1)
- 

3
m-n

2222....        Bestimme:
a x dx b
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3333....        Bestimme die Kandidaten für die Extrema der Funktion :

 I(x) = ∫   
-1

x

u]
(u + 2)(u - 3)  du

4444....        Leite ab:  a) nach der Quotientenregel  b) nach der Produktregel und
bringe beide Resultate je auf eeeeiiiinnnneeeennnn Bruchstrich; Exponenten nur aus ª:

 y = 
(4 - x)“

3x

5555....        Leite ab: (Resultate vereinfacht, auf    eeeeiiiinnnneeeemmmm Bruchstrich; nur Exponenten 
aus ª, ev. mit Wurzeln)

a)  y = (3x + 2
3x - 2)

2
        b)  f(x) = (3x + 4)(4x“ + 1)(4 - 3x)

c)  g(x) = n!

(1 + x)
n+1      d)  h(x) = 1

11x - x“3
      e)  i(x) = x“Ò a“ - x“
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6666....        Suche Stammfunktionen zu

 a)  f(x) = (2x - 8)“      b)  g(h) = 
2h¶
5       c)  e(s) =   

(b - cs)“
a

d)  w(x) = ax + b

7777....        An welchen Stellen sind für die folgende Funktion I(x) Extrema möglich ?

I(x) = ∫
-8

x
 t“ - 5t + 6

t|
 dt

8888....        Bestimme:

 a)  ∫ x
dx      b) ∫

1

100

100
1  (100 - t)¶dt      c)  -∫

5

-5

x2n+1dx ; n ™ NNNN

9999....        Bestimme die erste Ableitung und vereinfache so weit wie möglich:

 a)  y = (2 - 3x)¶      b)  y = 1 + x
1 - x      c)  y = 

(ax“ + b)“
x¶

11110000....        
Die Potenzregel                                  gilt für alle k ™ RRRR. 
Leite damit folgende Funktionen ab:

 ( y = xk  ⇒  y´ = kÒ xk-1 )

 a)  y = xπ      b)  y = x6       c)  y = x“ + 2       d)  y = 
1 - x
x“

11111111....        
 a)  ∫

-1

1

(1 + 2x)¶dx = ?        b)  ∫ (b - cx)“
a  dx = ?

11112222....        Leite ab a) mit der Produktregel  b) mit der Kettenregel:
y = (2x| - 3)“

11113333....        Leite ab a) mit der Quotientenregel b) mit der Produktregel:
y = (x“ - 4) : x
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11114444....        Leite ab:

a) y = (2x - 3)(x“ + 4)(3 + 2x)   b) s = (at“ - b)[ c) y = 11x“ - 4
2 - x

d) y = 1
(x“ - 4)“

                        e) s = (a + t)“
(a - t)¶

            f) F(x) = g(x)
k

g) H(x) = f(5x“-3x)                   h)  I(x) = ∫
-19

x
 �t9

2
t  dt

11115555....        Suche Stammfunktionen zu:

a) f(x) = (3x - 7)¶        b) g(x) = 2
x¶

        c) h(z) = 4
(1 - x)¶

11116666....        Bestimme:

a) ∫ n!
xn+1 dx              b) ∫

0

10
1
3(1 - t)¢�dt              c) ∫

0

5 du
(4 - 3u)¶

11117777....        Bestimme a, b, c und d so, dass die Kurve y = (ax“ + bx + c)/(x + d) die
Asymptoten x = 3 und y = x + 12 und an der Stelle x = -3 ein Extremum hat.

11118888....        
Diskutiere:                            

Zeichne den Graphen für -9 ≤ x ≤ 7; Einheit: 2H 

f(x) = 13  Ò x¶
(x + 1)“

11119999....        
Gegeben:

a) Beweise: Die ersten Koordinaten der Extrema von f sind unab-
hängig von a und b.

b) Welche Beziehung zwischen a und b muss gelten, damit die 
Summe der zweiten Koordinaten der Extrema Null ist ?

Im folgenden sei a = -4 und b = -1.
c) Diskutiere f (ohne Wendepunkte,  Graph: A4, quer, LE = 4H)

 f(x) = 
x“ + bx + 1
x“ + ax + 1  ;  a ÷  b .
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22220000....        Gegeben: f(x) = (x“ + 2)/x“
a) Welcher Punkt des Graphen von f liegt dem Punkt A(0¯1) am nächsten ?
      (Tipp: untersuche das Quadrat der Entfernung)
b) Bestimme den Inhalt der Fläche, die vom Graphen von f sowie den
Geraden gË: y = 1, g”: x = 0.5 und g#: x = 3 eingeschlosen wird. 

22221111....        
Diskutiere:                                          (Graph für -4 ≤ x ≤ 4; LE = 4H) f(x) = 

x“ - 1
x¶

22222222....        Mit  y = fk(x) = kÒ(x“ + 2x):(x - 1)“  ist eine Schar von Funktionen gegeben. Zu
jedem Wert des Parametrs k ÷ 0 gehört eine Funktion fk(x).

a) Diskutiere fË(x)   (LE = 4H).
b) kË und k” seinen zwei Parameterwerte, für die sich die zugehöri-

gen Kurven im Ursprung rechtwinklig schneiden. Welche Bezie-
hung besteht zwischen kË und k” ?

c) Wie b), aber für die vom Ursprung verschiedene Nullstelle.
d) Gibt es in dieser Schar auch Kurven, die sich in beiden Nullstellen 

rechtwinklig schneiden ?

22223333....        

a) Für welche Werte von a und b hat der Extrempunkt des Graphen  von f 
die Koordinaten (2¯12) ?

b) Diskutiere die Funktion für a = 54, b = 9 (LE = 2H; x ™ ¿-8; 8', ganze  A4-
Seite).

c) Bestimme für a = 54 und b = 9 die ersten Koordinaten der Schnitt-  
punkte des Graphen mit der Kurvennormalen in P(-6¯?). 

Gegeben:        f(x) = a + x¶
bÒx   ; a,b ™ ı

22224444....         Diskutiere:   f(x) = 
2x“

x¢ +1

22225555....         Diskutiere:   f(x) = 
x“ + 1
x“ - 4

22226666....        

Bestimme Nullstellen, Extrema, Wendepunkte sowie das Verhalten für 
x --> ±˘ (Graph nicht notwendig).

 y = x
(x - 2)“
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22227777....        Ein Fabrikant will abgeschlossene Blechbehälter herstellen, die die Form
eines Zylinders mit aufgesetzter Halbkugel haben und genau 1 Liter fas-
sen sollen. 
Wie gross wird er den Zylinderradius wählen, wenn er möglichst wenig
Blech verbrauchen will ?
Welches ist der grösste Radius, der überhaupt möglich ist ?

22228888....        

a) Welcher Punkt der Kurve liegt am nächsten beim Ursprung ?
b) Es sei k > 1. Gib einen Ausdruck an für die Fläche unter der Kurve 
   für 1 ≤ x ≤ k.
c) Berechne diese Fläche für k = 100. Wie gross ist die ins "Unend-

liche" reichende Fläche ?

 Gegeben ist die Kurve   y = 
x“
4  ;  x ™    RRRR+

22229999....        Spiegle die Kurve kË:  y = x“/4 an der Geraden w:  y = x. Die Kurve kË und ihr
Spiegelbild k” beranden ein Flächenstück (Zweieck).

a) Bestimme die Fläche des Zweiecks.
b) Bestime die Winkel des Zweiecks.
c) Bestimme die Breite des Zweiecks, d.h. den grössten Abstand a 

zweier zur Geraden w symmetrischer Punkte des Zweiecks.
d) Wie gross ist das Volumen des Körpers, der durch Rotation des 

Zweiecks um die y-Achse entsteht ?
e) Berechne das Fassungsvermögen der bei d) entstandenen  

"Schale".

33330000....        Die Kurven CË:  y = 4/x  und C”:  y = 5x - x¶  beranden im ersten Quadranten
ein Flächenstück. Berechne das Volumen des Ringes, der durch Rotation
dieses Flächenstücks um die x-Achse entsteht. 

33331111....        Verschiebe die Kurve kË:  y = x“ / 32 soweit in Richtung der y-Achse, bis sie
die Kurve k”:  y = ∑‚x berührt.
a) Bestimme die Gleichung der verschobenen Kurve k#.
b) Bestimme die Fläche, die von k”, k# und der y-Achse begrenzt ist.
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33332222....        Der Kühlturm eines AKW´s sei ein Rotationskörper (Höhe: 40m, unterer
und oberer Durchmesser: je 20m, kleinster Durchmesser: 10m; alles
Innenmasse). Über die Form des Turmes lässt sich folgendes sagen: In
jeder Schnittebene, welche die Rotationsachse enthält, erscheinen die
Wände als quadratische Parabeln.  
Berechne das Volumen des Kühlturmes.

33333333....        Einer Kugel vom Radius 1 ist ein gerader Kreiszylinder mit maximaler
Oberfläche einzubeschreiben. Wie gross ist sein Radius ? 

33334444....        Gegeben sind die Kurven kË:  y = 0,5(x - 2)“  und k”:  y = 0,5(x + 2)“.
a) Bestimme den Schnittwinkel der beiden Kurven.
b) Berechne den Inhalt der Fläche, die von kË, k” und der x-Achse einge-
      schlossen wird.
c) Der in b) betrachteten Fläche soll ein Rechteck ABCD maximalen 

Inhalts einbeschrieben werden, wobei die Ecken A und B auf der 
x-Achse liegen. Bestimme den Inhalt dieses Rechtecks sowie die 
Koordinaten der Ecke C.

33335555....        Ein Quadrat hat Seiten der Läge x. Über jeder Seite wird ein gleichschenk-
liges Dreieck mit Schenkeln der Länge a (= konstant) errichtet. Für wel-
che Wahl von x wird die Fläche des entstandenen 8-Ecks (Stern) am
grössten und wie gross ist dieses Maximum ?

33336666....        a) Diskutiere die Funktion f(x) = (x¶ + 1)/x“
b) Welcher Punkt des Graphen liegt dem Ursprung am nächsten ?
      (nur x-Koordinate bestimmen) 

33337777....        Bestimme:
a)  ∫ (- 49 x

- 11
15) dx b)  y = x∞ sin x   ;  y´= ?

c) ∫ 2 ∞ x4 - 2x
2 

 + 11

3x
2  dx d)  ∫

2

x
  4 dt

(3 - 2t)
2  =  32

17 ; x = ? 

33338888....        Leite ab: F(x) = (g(x))k

33339999....        Leite ab:
a) F(x) = f(3x“ - 3x)      b) F(x) = 
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Exponentialfunktionen

44440000....        a) Bestimme die Fläche zwischen der Kurve y = ex, der x-Achse und den 
Geraden g:  x = 0 und h:  x = -5.

b) Wie a), wähle aber h:  x = k, k ™ ZZZZ‚   .
c) Nenne das Resultat von b)  F(k) und bestimme                            .
d) Wie a), b) und c) für das Volumen V jenes Körpers, der durch Rotation 

der Fläche um die x-Achse entsteht. 

 lim
k →  -��

 ̆  F(k)

44441111....        
b) Bestimme die Fläche G(k), welche im 1. Quadranten vom Graphen 

von f, von der x-Achse sowie von der Geraden g: x = k einge-
schlossen wird.  Berechn e auch den Grenzwert von G für k -> ˘.

c) Die unter b) berechnete "Grenzfläche" G wird durch die Gerade 
   h:  x = c  halbiert. c = ?

a) Diskutiere:   f(x) = xÒ e
- x“

2  ; LE = 4H.

44442222....        

c) Berechne die Fläche I(k), die vom Graphen von und der x-Achse im 
Bereich1 ≤ x ≤ k eingeschlossen wird. Bestimme auch                           .lim

k→˘
I (k)

a)  Diskutiere:   f(x) = (x“ - 1)Òe
(1 - x“

2 )
.

b) Eine Stammfunktion von f hat die Form  F(x) = AÒxÒe
(1 - x“

2 )
 + B.

      Bestimme A und B (geht leider nicht direkt mit TR).

44443333....        Diskutiere:  f(x) = ln(x“)/x

44444444....        Leite ausführlich von Hand ab:

a)  y = x“Òe-x        b)  y = 3Òln(x“ - 0.5x)      c) y = 33x¶ + 3        d)  y = x“Òlog2(2x) 

44445555....        
Berechnevon Hand:       ∫

1

2
(ex + 5x )dx

44446666....        Die Gerade g:  x = a  schneidet die Beiden Kurven   kË:  y = 2 + x“/8    und 
k”:  y = ln(x)   in den Punkten P und Q. Für welches a wird ‚P‚Q minimal ? 
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44447777....        Bestimme Schnittpunkt und -winkel der Kurven  kË:  y = ln(2x - 1)   und
k”:  y = ln(x + 3) 

44448888....        Leite ab:
a)   y = xeÒ ex              b) y = 3

4x
5

 + 6
             c)  y = x¶Òlog

4
(5x])      

44449999....        Die Kurve k: y = ex wird von einer quadratischen Parabel p auf der 
y-Achse rechtwinklig geschnitten. k und p schneiden sich ausserdem an
der Stelle x = 1.
Bestimme die Fläche, die von k und p zwischen diesen zwei Schnittpunk-
ten eingeschlossen wird.

55550000....        a) Bestimme die Gleichung der Asymptote a der Funktion f(x) = (ex - 1 ): ex  
für x --> ˘ . Berechne die Fläche F(k) die eingeschlossen ist vom Graphen
von f, der Asymptote sowie den Geraden mit den Gleichungen x = 0 und 
x = k. Gib auch den Limes von F(k) für k --> ˘  an.
b) Bestimme den Schnittpunkt der Kurvennormale des Graphen von f im
Punkt P( 1 ¯ ... ) mit der y-Achse.

Trigonometrische Funktionen

55551111....        
a) Beweise durch Ableiten:

b) Bestimme:

c) Bestimme mit Hilfe der Integralrechnung das Volumen eines Kreis-
     zylinders mit Radius r und Höhe h !

 ∫sin“��x dx = 2
1��(x - sin��x Ò  cos��x)

 ∫2Òsin(2x + 2)dx

55552222....        Einem Rotationsparaboloid ist ein Kreiszylinder (r = 0.5, h = 1) einbeschrie-
ben. Bestimme die Paraboloidhöhe H so, dass das Paraboloidvolumen
minimal wird.

_ ________________________________________________
Josef Hölzli,  Aufgabensammlung :  DIFFERENZIEREN 2                                                                                                    8



55553333....        Gegeben sind die Kurven cË:  y = sin��x   und c”:  y = k + cos��x  , k ™ ı.
a) Für welche Werte von k haben cË und c” gemeinsame Punkte ?
Im folgenden sei k = 1.
b) Bestimme die Koordinaten der Schnittpunkte von cË und c” im 

Intervall ¿0, 2π', den Winkel zwischen den Kurven in einem der 
Schnittpunkte sowie den Schnittpunkt der Tangente an cË im Ur-
sprung und der Normalen zu c” in Q(4π/3¯...).

c) Im Intervall ¿0, 2π' gibt es ein Flächenstück, das ganz von cË und 
c” berandet ist . Bestimme das Volumen des Körpers, der durch 
Rotation dieses Flächenstücks um die x-Achse entsteht. 
(Tip: ⁄ sin“��x dx = 0,5��(x - sin��xÒcos��x) !)

55554444....        Einer Halbkugel mit Radius 1 ist ein Kegel kleinsten Volumens umzube-
schreiben. Gib Grundkreisradius, Höhe und Volumen diese Kegels an. 

55555555....        Der Graph von y = cos��x ist in y-Richtung so weit nach unten zu verschie-
ben, bis er den Graph von y = sin��x im Bereich π ≤ x ≤ 2π berührt.

a) Gib die Gleichung der verschobenen Kurve an.
b) Bestimme die Fläche, die eingeschlossen wird von der Kurve 

y = sin��x  und der verschobenen Kurve im Bereich zwischen y-  
Achse und Berührpunkt.

55556666....        Diskutiere:  y = cos��x - cos��2x  ; x ™ ¿0, 2π'.

55557777....        Leite ab (Resultate auf eeeeiiiinnnneeeennnn Bruchstrich, nur nnnnaaaattttüüüürrrrlllliiiicccchhhheeee Exponen-
ten):

 a)  y = x���Ò � � �sin��x Ò  cos��x                b)  y = 2xÒ ln(3x¢ - 5)

c)  y = x  Ò  sin“(2x)                  d)  y = 16 - 5x“3

55558888....        Bestimme:

a
x
dx b x dx c x dx d

du

u

e

e

) sin()     )  (   cos( ))    )     )  
sin2

2 2 2
5

7

1

1

2

2
4

3
− −

π

π

∫∫∫ ∫

_ ________________________________________________
Josef Hölzli,  Aufgabensammlung :  DIFFERENZIEREN 2                                                                                                    9



55559999....        a) Bestimme die Fläche des Kurvenzweiecks, das ganz von den Graphen 
y = sin��x und y = cos��x berandet ist und das ganz im Bereich 0 < x < 2π 
liegt (Tip: sorgfältige Skizze !).

b) Die Gerade x = a schneidet dieses Zweieck in den Punkten P und Q der-
art, dass ‚P‚Q = 1/∑‚2  . Bestimme a. 

c) Bestimme einen Winkel im Zweieck. 

66660000....        Leite ab (Resultate auf eeeeiiiinnnneeeennnn Bruchstrich, nur positive Exponenten):
 a)  y = sin��xÒ cos��x        b)  y = xÒ sin��x         c)  y = tan��2x

x“

66661111....        Bestimme:

a)  ∫
0

π
4

cos�(2x)dx      b)  I(x) = ∫
3π
4

x du
cos“u

      c) ∫(2 - 2Òsin��(2x))dx

66662222....        Bestimme a und b so, dass die Kurve y = aÒcos��x + bÒsin��x die x-Achse an
der Stelle x = π/4 schneidet und an der Stelle x = 5π/6 die Steigung m =
0.5Ò(∑‚3 - 1) hat. Unter welchem Winkel schneidet die Kurve die x-Achse an
der Stelle x = π/4 ? 

66663333....        Die Graphen y = sin��x und y = cos��x beranden unendlich viele kongruente
Flächenstücke (Kurvenzweiecke).

a) Berechne die Fläche eines solchen Zweiecks.
b) Die Gerade x = a schneidet jenes Zweieck, das ganz im Bereich 
  0 < x < 2π liegt, in den Punkten P und Q. Gib alle Werte von a an, 

für die gilt: ‚P‚Q = 1/∑‚2 .
c) Der oberhalb der x-Achse liegende Teil eines solchen Zweiecks 

wird um die x-Achse rotiert. Bestimme das Volumen des entste- 
henden Rotationskörpers. 

66664444....        Einer Halbkugel vom Radius r = 1 ist ein Kegelzelt (ohne Boden) um-
schrieben. Bestimme die Fläche des Kegelmantels in Abhängigkeit des
halben Öffnungswinkels ƒ und berechne dann die kleinstmögliche
Mantelfläche. 

66665555....        Geg:  f(x) = cos��x - cos��2x  ; x ™ ¿0, 2π'. Bestimme die Nullstellen sowie die x-
Koordinaten der Punkte mit horizontalen Tangenten. 
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66666666....        a) Bestimme die Fläche des Kurvenzweiecks, das ganz von den Graphen 
y = sin��x und y = cos��x berandet ist und das ganz im Bereich 0 < x < 2π 
liegt (Tip: sorgfältige Skizze !).

b) Die Gerade x = a schneidet dieses Zweieck in den Punkte P und Q der-
art, dass ‚P‚Q = 1/2 . Bestimme a. 

c) Bestimme einen Winkel im Zweieck.

66667777....        
a) Bestätige durch beidseitiges Ableiten:

b) Bestimme:

c) Berechne:

 ∫sin“��x dx = 2
1��(x - sin��x Ò  cos��x)

  

cos( )x dx
3

3
2

3

π

π

∫

  
2 2 2⋅ +∫ sin(   )x dx

66668888....        Einer Halbkugel vom Radius r = 1 ist ein Kegelzelt (ohne Boden) um-
schrieben. ƒ sei der halbe Öffnungswinkel des Kegels.
a) Beweise folgende Formel für die Fläche des Kegelmantels: 

M(ƒ) = π : (sin(ƒ) Ò cos“(ƒ)).
b) Berechne die kleinstmögliche Mantelfläche. 

66669999....        Beweise die Formel für das Kreiskegelvolumen von Hand mit Hilfe der
Integralrechnung.

77770000....        Die Kurve k: y  = ∑‚x Ò (4 - x)/4 rotiert um die x-Achse und erzeugt einen
Rotationskörper.
a) Bestimme Volumen, Oberfläche sowie die maximale Querschnittsfläche
des Körpers.
b) Berechne die Länge der Kurve zwischen den beiden Nullstellen.
c) Schreibe die Krümmungsfunktion s(x) für k auf (ohne Wurzeln, Bruch-
striche nur im Exponenten). Gib den Radius des Krümmungskreises an k
im Punkt P(4/3 ¯ .....)
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Diverse Anwendungen

77771111....        Die Fläche, begrenzt durch die Kurven y = 0, y = 2, x = 0 und y = ax“ - 1, wird
um die y-Achse rotiert. Das Volumen des entstehenden Rotations-
körpers ist 20. Bestimme a. 

77772222....        Gegeben: Parabel p: y = ax“; Punkt P(1 ¯ 2) ™ p. 
Der Parabelbogen vom Ursprung bis zu P wird um die y-Achse gedreht.
Das entstandene Paraboloid wird zylindrisch durchbohrt (Bohrachse = y-
Achse). Bei welchem Bohrradius hat der durchbohrte Körper genau das
halbe Volumen des Paraboloides ?

77773333....        Gegeben sind die Parabel p: y = 0.25x¶ samt Tangente t an p in P(2 ' ...). 
p und t schliessen im ersten Quadranten mit der x-Achse ein
Flächenstück ein, welches um die x-Achse gedreht wird. Welches
Volumen hat der entstehende Rotationskörper?

77774444....        

a) Bestimme Definitionsbereich, Nullstellen, Extrema.
b) Berechne die Länge des Graphen im gesamten Definitionsbereich.
c) Das des Graphen zwischen Ursprung und positiver Nullstelle rotiert um

die x-Achse. Wie gross ist das Volumen des Rotationskörpers?
d) Der Rotationskörper aus c) wird mit einer gleichmässigen Goldschicht 

überzogen (Einheit im KS: 1cm, Masse des verbrauchten Goldes: 1g, 
Dichte: ®Gold = 19.29 g/cm¶). 
Wie dick ist die Goldschicht?

Gegeben: f(x) = x ∞  4 -x“

77775555....        Leite die Formel für das Volumen eines Kreiskegelstumpfes mit Hilfe der
Integralrechnung her (Bei vollständig händischer Rechnung : +2P).

77776666....        Die Gleichung   fk(x) = sin“��x  +  kÒ(-1 + cos��x)  mit  - ˘ < k < ˘   bestimmt eine

Kurvenschar.
a) Zeige, dass die Graphen für jedes k an der Stelle x = 0 die x-Achse 

berühren. Für welche k haben die Funktionen dort ein rel.
Minimum ?

b) Diskutiere die Funktionen für k = 0 und k = 1  im Intervall ¿-π, 2π' 
(ohne Wendepunkte, Graphen in ein KS).
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77777777....        a) Diskutiere:   f(x) = xÒe-x  (LE = 5H)

b) Leite ab:   F(x) = -xÒe-x - e-x

c) Bestimme die Fläche A(k), die vom Graphen von f, von der x-
Achse sowie von den Geraden x = k und x = 2k berandet ist (k > 0).

d) Bestimme das Maximum von A(k).  

77778888....        Für welche Punkte der Kurve y = 0.5x“ - 2x ist der Abstand von P(4¯2) ex-
tremal ? Bestimme mit einer Skizze die Art der Extrema und gib die zuge-
hörigen Abstände an. (Tipp: Untersuche das Quadrat des Abstandes)   

77779999....        Geg:  f(x) = (1 - x/k)Ò∑‚x ; k > 0 ; 0 ≤ x ≤ k.
Durch Rotation des Graphen um die x-Achse entsteht ein Drehkörper mit
Volumen V. Für welche Werte von k ist V = 4π/3 ? 
Wie gross ist in diesem Fall der Radius des grössten "Breitenkreises" ?  

88880000....        Gegeben: f(x) = ln(x)/x“.
a) Beweise: ⁄f(x)��dx = -(1 + ln(x))/x + C.                b) Diskutiere f. 
c) Die Fläche zwischen Kurve, x-Achse und den Geraden x = 1 und 
x = a (a > 1) sei mit F(a) bezeichnet. Bestimme F(a) und F(e“)  sowie den
Grenzwert von F(a) für a --> ˘.

88881111....        Bestimmevon Hand:   a)    ∫
0

1
1

(3 + 4x)[
 dx            b) ∫

1
e

e
15
7  Òx-1 Ò π“ dx
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Differenzieren 2 : Lösungen

1111....        a) y´= (-5(7x“ + 4)“ - (2 - 5x)Ò2(7x“ + 4)Ò14x)/(7x“ + 4)¢ 
         = ((((111100005555xxxx““““    ----    55556666xxxx    ----    22220000))))////((((7777xxxx““““    ++++    4444))))¶¶¶¶
b) y´= -5(7x“ + 4)–“ + (2 - 5x)(-2)(7x“ + 4)–¶Ò14x
         = ((((111100005555xxxx““““    ----    55556666xxxx    ----    22220000))))////((((7777xxxx““““    ++++    4444))))¶¶¶¶
c) y´= 4/5 Ò (x“ + 3x + 1)–¡•[Ò(2x + 3) = 4444((((2222xxxx    ++++    3333))))////((((5555ÒÒÒÒ[[[[∑∑∑∑‚‚‚‚xxxx‚‚‚‚““““‚‚‚‚    ‚ ‚‚‚++++‚‚‚‚    ‚ ‚‚‚3333‚‚‚‚xxxx‚‚‚‚    ‚ ‚‚‚++++‚‚‚‚    ‚ ‚‚‚1111    ))))
d) y´= 1/(m“ - n“) Ò (-(m - n)/3)(2x - 1)ë(-(m - n)/3 - 1)
        = ----2222////((((3333((((mmmm    ++++    nnnn))))))))    ÒÒÒÒ    ¶¶¶¶∑∑∑∑‚‚‚‚(((( ‚ ‚‚‚2222‚‚‚‚xxxx‚‚‚‚     ‚ ‚‚‚----����    ‚ ‚‚‚1111‚‚‚‚)))) ‚ ‚‚‚ëëëë‚‚‚‚(((( ‚ ‚‚‚----‚‚‚‚mmmm‚‚‚‚     ‚ ‚‚‚++++‚‚‚‚     ‚ ‚‚‚nnnn‚‚‚‚     ‚ ‚‚‚----‚‚‚‚     ‚ ‚‚‚3333‚‚‚‚))))

2222....        a) ----5555////3333    ÒÒÒÒ    xxxx¢¢¢¢••••¡¡¡¡[[[[    ++++    CCCC                                                                           b) 5/2 Ò (7-x“)–¡¯¡ = 5555////88884444    ====    0000....00005555999955552222
c) ∑‚2x¶/9 - 2x/3 - 11/(3x) + C = ((((∑∑∑∑‚‚‚‚2222xxxx¢¢¢¢    ----    6666xxxx““““    ----    33333333))))////((((9999xxxx))))    ++++    CCCC

d) 2(3 - 2t)–¡'”x = 2/(3-2x) + 2 = 32/17 ==> xxxx    ====    11110000    

3333....        I´(x) = 0 <=>  xxxxËËËË    ====    ----2222;;;;    xxxx””””    ====    3333

4444....        y´= ¿3Ò(4-x)“ - 3xÒ2(4-x)(-1)'/(..)¢ = (3x + 12)/(4 - x)¶
   = 3Ò(4-x)–“ + 3ÒxÒ(-2)(4-x)–¶Ò(-1) = 3/(4-x)“ + 6x/(4-x)¶ = ....

5555....        a) y´= 2((3x+2)/(3x-2)) Ò (3(3x-2)-(3x+2)Ò3)/(3x-2)“ = -24(3x+2)/(3x-2)¶
b)  y = (4x“+1)(16-9x“) = -36x¢ + 55x“ + 16; y´= -144x¶ + 110x

c)  y = n!(1+x)-(n+1) ; y´= -n!(n+1)(1+x)-(n+2) = -(n+1)!/(1+x)(n+2)

d) y = (11x-x“)-1/3; y´= -1/3 Ò (11x - x“)-4/3Ò(11 - 2x) 
                                            = -(11-2x)/(3Ò¶∑‚(‚1‚1‚x‚-‚x‚“‚)¢ )
e) y´= 2xÒ∑‚.. + x“Ò0.5Ò(a“-x“)–≠Ò[Ò(-2x) = (2a“x - 3x¶)/∑‚a‚“‚-‚x‚“ 

6666....        a)  (2x - 8)¶/6     b) -5/4h“        c) a/(c(b - cs))        d) 2/3a Ò (ax + b)¶•“

7777....        xË = 2, x” = 3

8888....        a) 2222∑∑∑∑‚‚‚‚xxxx    ++++    CCCC        b) -1/400 Ò ¿(100 - t)¢'Ë¡≠≠ = 222244440000´́́́111144449999
c) —Í⁄[x2n+1dx = ¿x2n+2/(2n+2)'—Í[ = ¿g(x)'—Í[ mit g:gerade = 0000

9999....        a) y´= -9(2 - 3x)“        b) y´= -2/(1 + x)“        c) y´= (3bx“ - ax¢)/(ax“ + b)¶

11110000....        a) πxπ-1        b) x-5/6/6 =1/(6Ò ]∑‚x‚[)        c) x/∑‚x‚“‚+‚ ‚2        d)  x(4 - 3x)/2(1 - x)¶•“

11111111....        a)  1/8 Ò ¿(1 + 2x)¢'—Ë¡ = 10        b) a/(c(b - cx) + C
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11112222....        a) 14x](2x| - 3) + (2x| - 3)Ò14x] = 22228888xxxx]]]]((((2222xxxx||||    ----    3333))))
b) 2(2x| - 3)Ò14x] = ...

11113333....        a) (2xÒx - (x“ - 4)Ò1)/x“ = ((((xxxx““““    ++++    4444))))////xxxx““““
b) ((x“ - 4)Òx–¡)´ = 2xÒx–¡ + (x“ - 4)(-1)x–“ = 2 + (4 - x“)/x“ = ..

11114444....        a) 16x¶ + 14x        b) 10at(at“ - b)¢         c) (-11x“+ 44x - 4)/(2 - x)“
d) -4x/(x“ - 4)¶        e) (5a“ + 6at + t“)/(a - t)¢ = (t + a)(t + 5a)/(a - t)¢

f) k¿g(x)'k-1Òg´(x)        g) f`(5x“-3x)*(10x - 3)

h) }∑‚x /2x

11115555....        a) (3x - 7)¢/12        b) -x“        c) 2/(1 - x)“

11116666....        a) -(n - 1)!/xn  + C       
b) -1/15 Ò ¿(1 - t)['¡≠ = -1/15 Ò ¿(-9)[ - 1' =  11111111888811110000////3333= 3936.6
c) 1/6 Ò ¿1/(4 - 3u)–“'[ = 1/6 Ò ¿1/(-11)“ - 1/16' = 1/726 - 1/96 
    = -105/11616 = ----    33335555////3333888877772222 = -0.0090393

11117777....        Pol ==> d = -3; 
(ax“ + bx + c):(x - 3) = ax + (b+3a) + (9a+3b+c)/(x-3) ==> a = 1, b = 9
y´= (x“ - 6x - 27 - c)/(x-3)“; y´(-3) = 0 ==> c = 0
((((aaaa,,,,    bbbb,,,,    cccc,,,,    dddd))))    ====    ((((1111,,,,    9999,,,,    0000,,,,    ----3333))))    

11118888....        y´= (x¶ + 3x“)/(3(x + 1)¶); y´´= 2x/(x + 1)¢
1. k.S.
2. N:xË = 0; Pol: x” = -1; ‰ = ı ñ Ì-1Î
3. y´= 0: xË = 0 (doppelt)
                 x# = -3
    y´´(0) = 0; y´´(-3) = -3/8
    H(-3 ¯ -2.25)
4. y´´= 0: xË = 0; y´´wechselt
    bei xË das Zeichen
   Terrp. N(0¯0)
5. x¶:( 3x“+6x+3) = x/3 - 2/3 + 
    + (2x + 3)/(3Ò(x+1)“)
    A(x) = x/3 - 2/3; vert. As.: x =-1
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11119999....        d) Beweise: Die Wendepunkte von f liegen auf der Geraden y = -x.

a) TR: f´(x() = 0 => x1 = 1 oder x2 = -1 oder a-b=0 (letzteres ist nicht möglich),
also xxxx 1111    uuuunnnndddd    xxxx2222    uuuunnnnaaaabbbbhhhh....    vvvvoooonnnn    aaaa    uuuunnnndddd    bbbb....
b) TR: f(x1) + f(x2) = 2(ab-4)/((b-2)(b+2))=0  =>    aaaabbbb    ====    4444
c)  TR: D = ı, keine Pole, Nullstellen: TR: 2-∑3 und 2+∑3, keine Symmm. ers.
f´(x) = 0 => x1 = 1 oder x2 = -1  
f´´(1) = 6, f´´(-1) =-2/3
=> TTTT((((1111¯̄̄̄----2222)))),,,,    HHHH((((----1111    ¯̄̄̄    2222))))
f´´(x) = 0 TR: x = 1.53209 
und x = -1.8794 
und x = 0.34732
etc
lim (x-> +-˘) (f(x) = 1, horiz. As. aaaa((((xxxx))))    ====    1111

22220000....        a) d“ = x“ + ((x“ + 2)/x“ - 1)“ = x“ + 4/x¢
     d“´= 2x - 16x–[ = 0
     ==> x = ± ∑‚2 
     für x ——> ±˘ und x ——> ±0 gilt: d“ ——> ˘
    d“ stetig in ıñÌ0Î==> Minimum
   ==> PË”(±∑‚2 ¯ 2)
b) F = 0.5⁄¶ (1 + 2/x“ - 1)dx = 2⁄x–“dx

   = 2¿-x–¡'0.5¶ = 10/3 4
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22221111....        y´ = (x¢-3x“)/(x“-1)“; 
y´´= (2x¶+6x)/(x“-1)¶
1. Symm. bez. Ursprung, D = ıñÌ±1Î; 

Pole bei xË” = ±1; N(0¯0)
2: y´= 0 => x# = 0; xÈÍ = ±∑‚3
     y´´(0) = 0 ??; y´wechselt bei x# = 0

 das Zeichen nicht 
=> kein Extremum bei x#.

    y´´(xÈ) = 3∑‚3/4 
=> T(∑‚3 ¯ 3∑‚3/2) = T(1.73 ¯ 2.60)

    H(-∑‚3 ¯ -3∑‚3/2) = H(-1.73 ¯ -2.60)
3. y´´=0 => x# = 0; y´´wechelt bei x# 

das Zeichen (von + auf -)
    => TrP(0 ¯ 0)
4. lim für x->±˘ von y = ±˘
   y = x + x/(x“-1) => A(x) = x, vert. As.: x = ±1
weitere Punkte: (±4  ¯ ±4.27); (±3 ¯ ±3.375); (±1.5  ¯ ±2.7); (±0.5 ¯ -+1.67)

- 4 - 3 - 2 - 1 1 2 3 4

- 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

22222222....        aË) ‰ = ı ñ Ì1Î; Pol: xË = 1; 
k. Symm. ers.; N: xË = 0; x# = -2
a”) f`(x) = (-4x-2)/(x-1)¶
f``(x) = (8x+10)/(x-1)¢
f``(-0.5) = 32/27 => T(-0.5 ¯ -1/9)
a#) f`` wechselt bei -5/4 von
- auf + => WP(-9/4 ¯ -5/27) 
= WP(-1.25 ¯ -0.1852)
aÈ)  x ——> ± ˘ => f(x) ——> 1, a(x) = 1
b) fk(0) = 0 Àk; fk´(x) = kÒf`(x), fk´(0) = 2k Àk  ==>  2kË = -1/2k” ==> kË = -1/4k”
c) fk(-2) = 0 Àk; fk´(-2) = -2k/9 Àk ==> -2kË/9 = +9/2k”  ==>  kË = -81/(4k”)
d) -1/4k” = -81/(4k”) ist unmöglich
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22223333....        a) f´(x) = (2x¶ - a)/bx“ = 0
==> x = (a/2)¡•¶ = 2 ==>    aaaa    ====    11116666
f(2) = 12/b = 12 ==> bbbb    ====    1111
b) f´(x) =  (2x¶ - 54)/9x“
f´´(x) = (2x¶ + 108)/9x¶
1. keine Symm. ers.
2. N(xË=-3Ò2¡•¶¯0) = N(-3.78¯0)
Pol bei x = 0
3. f´(3) = 0, f´´(3) > 0 ==> T(3¯3)
4. f´´(xË) = 0, Zeichenwechsel 
==> WP = N
5. A(X) = x“/9
PË(1¯55/9), P”(6¯5), P#(-7¯4.59), 
PÈ(-1¯-53/9)
c) f(-6) = 3 ==> P(-6¯3)
f´(-6) = -3/2 ==> mn = 2/3
nnnn::::    yyyy    ====    2222////3333    ÒÒÒÒ    xxxx    ++++    7777
n í k: x¶ - 6x“ - 63x + 54 = 0 = (x + 6)(x“ - 12x + 9) ==> xxxxËËËË””””    ====    6666    ±±±±    3333∑∑∑∑‚‚‚‚3333

22224444....        f´(x) = (x¢-1)/x¶; f´´(x) = 3(3x¢+1)/x¢
1. Pol bei xË = 0; Symm. bez. y-Achse
2. N: keine; ‰ = ıñÌ0Î
3. f´(x) = 0 => x”# = ±1, f´´(±1)>0 => TË”(±1¯1)
4. f´´(x) = 0 hat keine L. => keine WP
5. vert As:  x = 0
f(x) = 0.5x“ + 1/(2x“) => A(x) = 0.5x“

22225555....        f(x) = 10x/(x“+1)“; f´´(x) = (-30x“+10)/(x“+1)¶
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22227777....        V = 1 = πr“h + 2/3 Ò πr¶ => h = (3 - 2πr¶)/3πr“  (*)
O = πr“ + 2πrh + 2πr“ = 3πr“ + 2πrh = 3πr“ + 2/r - 4πr“/3 = 5πr“/3 + 2/r = O(r)
O´(r) = 10πr/3 - 2/r“ = 0 => r = ¶∑‚3‚‚/‚5‚π = 0.567; O80) = O(˘) = ˘, O stetig und
positiv in ı+ => Min für rrrr    ====    0000....555566667777    ¿¿¿¿ddddmmmm''''
r maximal => h = 0; (*) => rrrrmmmmaaaaxxxx    ====    ¶¶¶¶∑∑∑∑‚‚‚‚3333‚‚‚‚////‚ ‚‚‚2222‚‚‚‚ππππ    ====    0000....777788882222    ¿¿¿¿ddddmmmm''''    

22228888....        a) d“(x) = x“ + 16/x¢; 
d“´(x) = 2x - 64x–[ = 0 => x] = 32 => x = 2[•]
Skizze =>    PPPP((((2222[[[[••••]]]]        ¯̄̄̄    2222||||••••]]]]))))    ====    PPPP((((1111....77778888    ¯̄̄̄    2222....22224444))))

b) F = Ë⁄ky dx = ¿-4x–¡'Ëk = -4444////kkkk    ++++    4444

c) F(100) = 4 - 4/100 = 3333....99996666
FFFF((((˘̆̆̆))))    ====    4444    

22229999....        a) k”: y = 2∑‚x; F = 2⁄¢(x - x“/4)dx = 
     11116666////3333    ====    5555....333333333333 = ⁄¢(2x≠∞[ - x“/4)dx 
b) in P(4¯4):  y´Ë(x) = x/2; y´”(x) = x–≠∞[; 
     mË = y´Ë(4) = 2; m” = y´”(4) = 0.5
      => tanƒ = ¯(mË - m”)/(1+mËÒm”)¯ = 
     1.5/2 = 3/4 => ƒƒƒƒ    ====    33336666....88887777òòòò
      in O:        ƒƒƒƒ    ====    99990000òòòò....
c) Bed. für P: mË” = 1 => PË(2¯1); P”(2¯1) 
     => aaaa    ====    ∑∑∑∑‚‚‚‚2222
d) V = π⁄¢ xË“dy - π⁄¢ x”“dy = 
     π⁄¢ ( 4y - y¢/16)dy = π¿2y“ - y[/80'¢ 
         =    99996666ππππ////5555    ====    11119999....2222ππππ    ====    66660000....33332222 = π⁄¢ ( (2∑‚x)“ - (x“/4)“) dx 
e) V = π⁄¢ x”“dy = π⁄¢ y¢/16dy = π¿y[/80'¢ = 66664444ππππ////5555    ====    11112222,,,,8888ππππ    ====    44440000....22221111

2 40

2

4

33330000....        4/x = 5x - x¶ => x¢ - 5x“ + 4 = (x“ - 4)(x“ - 1) = 0
V = πË⁄“(y”“-yË“)dx 
    = πË⁄“( 25x“ - 10x¢ + x] - 16/x“)dx
     = π¿25x¶/3 - 2x[ + x|/7 + 16/x'Ë“
     = π¿200/3 - 64 + 128/7 + 8
             - (25/3 - 2 + 1/7+16'
     = π¿-70 + 175/3 + 127/7'
     = 111133336666ππππ////22221111 = 6.48Òπ = 22220000....33334444
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33331111....        a) x“/32 + c = ∑‚x  und
    x/16 = 1/(2∑‚x)
   II ==> x¶•“ = 8 => x = 4
    I => cccc    ====    3333////2222
   =>    kkkk####::::    yyyy    ====    xxxx““““////33332222    ++++    3333////2222
b) F = ⁄¢(k# - k”)dx
    = ¿x¶/96 + 3x/2 - 2x¶•“/3'¢
    = 2/3 + 6 - 16/3 = 4444////3333
c) V/π = ⁄¢(k#“ - k”“)dx
 = ¿x¢/32“ + 3x“/32 + 9/4 - x'¢
= x[/(5Ò32“) + x¶/32 + 9x/4 - x“/2
= 1/5 + 2 + 9 - 8 = 3.2
=> V = 11116666ππππ////5555    ====    11110000....000055553333

c) Bestimme das Volumen des Körpers, der durch Rotation der in b) be-
schriebenen Fläche um die x-Achse entsteht.
==> Falls a) nicht gelöst wurde: Setze für die verschobene Kurve 

k#:  y = x“ / 32  +  c  und für den Berührpunkt von k” und k# B(4¯2). 

33332222....        Turm umlegen => y = ax“ + 5; 10 = aÒ20“ + 5 => a = 1/80
=> y = 1/80 Ò x“ + 5
V = 2π⁄“≠y dx = 2π⁄“≠(x¢/6400 + x“/8 + 25 )dx 
    = 2π¿x[/32000 + x¶/24 + 25x'“≠ =    5555666600000000ππππ////3333    ====    5555888866664444....3333    ¿¿¿¿mmmm¶¶¶¶''''
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33333333....        O = 2πr“ + 2πrh; (h/2)“ = 1-r“
O(r) = 2π(r“ + 2r∑‚1‚-‚r‚“ )
O´(r) = 2π(2r + 2∑‚1‚-‚r‚“  
                   - 2r“/∑‚1‚-‚r‚“ ) = 0
=> 2r∑‚1‚-‚r‚“  + 2(1 - r“) - 2r“ 
= 0
=> r∑‚1‚-‚r‚“  = 2r“ - 1  ¯ quadr.
=> 5r¢ - 5r“ + 1 = 0
 => rË”“ = 0.5 ± ∑‚5/10
Probe => r“ = 0.5 + ∑‚5/10 
= 0.72361 =>    rrrr    ====    0000....88885555000066665555
O(0) = 0; O(1) = 2π; 
O(r) stetig und >0 in ¿0,1
' ==> Max.
oder r“ = 1-h“/4 => O(h) = π/2(4-h“ + 2∑‚4‚h‚“‚-‚h¢), O´(h) = -2h+(8h-4h¶)/∑‚4‚h‚“‚-‚h¢=0
=> -2h∑‚4‚h‚“‚-‚h¢+ 8h - 4h¶ = 0 => 4h“ - h¢ = 4h¢ - 16h“ + 16
=> 5h¢- 20h“ + 16 = 0 => h“Ë” = (20 ± 4∑‚5)/10 = 2 ± 2∑‚5/5. hË = 1.70.., hhhh””””    ====    1111....00005555111144446666
====>>>>    rrrr““““    ====    0000....77772222333366661111    eeeettttcccc

33334444....        kËík”: x“ - 4x + 4 = x“ + 4x + 4 => x = 0 => S(0 ¯ 2)
yË´(x) = x - 2;yË´(o) = -2 => å = 63.43ò
=> 2å = 126.9ò; b = 180ò - 2å =    55553333....1111òòòò
oder: mË = -2; m” = 2; tanƒ = 4/3 => ƒ = 55553333....1111òòòò
b) F = 2Ò⁄“yË(x)dx = ¿x¶/3 - 2x“ + 4x'“ = 8888////3333
c) F(x) = 2xÒ(x - 2)“/2 = x(x - 2)“
F´(x) = (x - 2)(3x - 2) = 3x“ - 8x + 4
F´(x) = 0 => xË = 2; x” = 2/3; Max bei x” klar
F(3/2) = 33332222////22227777    ====    1111....1111888855552222;;;;    CCCC((((2222////3333    ¯̄̄̄    8888////9999    ))))

-2.5 2.5

2.5
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33335555....        F = x“ + 4Ò0.5xh mit h“ = a“ - x“/4
 => F(x) = x“ + xÒ∑‚4‚a‚“‚ ‚-‚ ‚‚x‚“; 
= x“ +  ∑‚4‚a‚“‚x‚“‚ ‚-‚ ‚‚x‚¢ ; 0 ≤ x ≤ 2a

F´(x) = 2x + 0.5(4a“x“-x¢)–≠∞[ Ò (8a“x - 4x¶) = 0

=> 2xÒ∑‚4‚a‚“‚x‚“‚ ‚-‚ ‚‚x‚¢   + 4a“x-2x¶  = 0  ¯:2x   (*)
=> xË = 0; 4a“x“-x¢ = (x“- 2a“)“  = x¢ - 4 a“x“ + 4a¢ 
=> 2x¢ - 8a“x“ + 4a¢  = 0
x“Ë” =  2a“(1 ± ∑‚2) 
=> xxxxËËËË    ====    aaaa∑∑∑∑‚‚‚‚2222‚‚‚‚    ‚ ‚‚‚++++‚‚‚‚    ‚ ‚‚‚∑∑∑∑‚‚‚‚2222    ====    1111....8888444477778888aaaa    
                    (x” = 0.7653 keine L. von Gl (*))
      FFFF((((xxxxËËËË))))    ====    2222aaaa““““((((1111    ++++    ∑∑∑∑‚‚‚‚2222))))        ====    4444....8888222288884444aaaa““““

1 1 20

1

2

3

4

5

x=1.8478
y=4.8284

33336666....        y´= (x¶-2)/x¶; y´´=6/x¢
1. Pol bei xË = 0, 
keine Symm.
2. N(-1¯0), ‰ = ıñÌ0Î
3. E: x” = ¶∑‚2, y´´(x”)>0 
=> T(¶∑‚2 ¯ 3/¶∑‚4) 
= T(1.26 ¯ 1.89)
4. WP: keine
5.vert. As: x = 0,
 schiefe.  A(x) = x
x ëï0 -> f(x) +˘
b)   
d“(x) = x“ + (f(x))“ 
= (x] + x] + 2x¶ + 1)/x¢ = (2x]+2x¶+1)/x¢
d“´(x) = (4x]-2x¶-4)/x[ = 0 => 4x] - 2x¶ - 4 = 0
x¶Ë” = (1 ±∑‚1‚7)/4 ==>xxxxËËËË    ====    1111....0000888866660000;;;;    xxxx””””    ====    ----0000....99992222000088882222
==> offensichtlich: xxxx””””        (d(xË) = 2.218, d(x”) = 0.9564)

33337777....        a) ----5555////3333    ÒÒÒÒ    xxxx¢¢¢¢••••¡¡¡¡[[[[    ++++    CCCC                                                                     b) yyyy´́́́====    ((((ssssiiiinnnnxxxx    ++++    xxxxÒÒÒÒccccoooossssxxxx))))////2222∑∑∑∑‚‚‚‚xxxx‚‚‚‚ ÒÒÒÒ ‚ ‚‚‚ssss‚‚‚‚ iiii ‚ ‚‚‚nnnn‚‚‚‚xxxx
c) ∑‚2x¶/9 - 2x/3 - 11/(3x) + C = ((((∑∑∑∑‚‚‚‚2222xxxx¢¢¢¢    ----    6666xxxx““““    ----    33333333))))////((((9999xxxx))))    ++++    CCCC

d) 2(3 - 2t)–¡'”x = 2/(3-2x) + 2 = 32/17 ==> xxxx    ====    11110000    

33338888....        F´(x) = k – (g(x))k-1 – g´(x)
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44440000....        a)-5⁄≠exdx = 1 - e-5  = 0.9933   b)  = 1 - ek   c) lim F(k) = 1
d)πÒ-5⁄≠e2xdx = 0.5π(1 - e-10) = 1.5707 b)  = 0.5π(1 - e2k)   c) lim F(k) = 0.5π

44441111....        a)
1. ssssyyyymmmmmmmm....    bbbbeeeezzzz    OOOO
2. NNNN((((0000¯̄̄̄0000)))),,,,    kkkkeeeeiiiinnnn    PPPPoooollll
3.f´(x) = (1-x“)exp(..); f´´(x) = (x¶-3x)exp(..)
   xË” = ±1; f´wechselt bei xË = 1 von - auf +
   ==> HHHH((((1111¯̄̄̄1111////∑∑∑∑‚‚‚‚eeee))))    ====    HHHH((((1111¯̄̄̄0000....666600007777))));;;;    
   TTTT((((----1111¯̄̄̄----0000....666600007777))))
3. f´´= 0 ==> x# = 0, xÈÍ = ±∑‚3, f´´ w. Zeichen
   ==> WË = N; WWWW””””####((((±±±±∑∑∑∑‚‚‚‚3333¯̄̄̄±±±±∑∑∑∑‚‚‚‚3333ÒÒÒÒeeeexxxxpppp((((----3333////2222))))    ====    
   WWWWËËËË””””((((±±±±1111,,,,77773333¯̄̄̄±±±±0000....333388886666))))
4. ffff————————>>>>0000    ffffüüüürrrr    xxxx————————>>>>±±±±˘̆̆̆;;;;    AAAAssss::::    yyyy    ====    0000
b) F´(x) = A(-x)Òexp(..) ==> A = -1 ==> F(x) = -exp(..)
   I(k) = F(k)-F(0) = 1111----eeeexxxxpppp((((----kkkk““““////2222))))
   lllliiiimmmm    IIII((((kkkk))))    ====    1111
c) 1 - exp(-c“/2) = 0.5 ==> exp(..) = 0.5 ==> -c“/2 = ln(0.5) ==>
    cccc    ====    ++++∑∑∑∑‚‚‚‚----‚‚‚‚2222‚‚‚‚ llll ‚ ‚‚‚ ‚ ‚‚‚nnnn‚‚‚‚(((( ‚ ‚‚‚0000‚‚‚‚ .... ‚ ‚‚‚5555‚‚‚‚))))    ====1111....11118888    

Berechne auch die "Grenzfläche" G =   lim
k → ∞

 G(k).

(Tip: Eine Stammfunktion von f hat die Form F(x) = AÒe
- x“

2  + B)

x

x * e x p ( - x * x / 2 )

- 3 3

- . 7

.7

 

x =

y =
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44442222....        f´(x) = (3x-x¶)exp(1-x“/2); 
f´´(x) = (3-6x“+x¢)exp(1-x“/2)
f´´´(x) = (-x4 + 10x“ - 15)exp(1-x“/2)
1. SSSSyyyymmmmmmmm....    bbbbeeeezzzz....    yyyy----AAAAcccchhhhsssseeee,,,,    

NNNNËËËË””””((((±±±±1111¯̄̄̄0000))))
                ‰‰‰‰    ====    ıııı,,,,    kkkkeeeeiiiinnnneeee    PPPPoooolllleeee
2. f´= 0 ==> xË =  0, x”# = ±∑‚3
   f´´(0) = 3Òe>0, ==>    TTTT((((0000¯̄̄̄----eeee)))),,,,
            f´´(x”#) = -6Òexp(-1/2)<0  ==>
       HHHHËËËË””””((((±±±±∑∑∑∑‚‚‚‚3333¯̄̄̄2222////∑∑∑∑‚‚‚‚eeee))))    

====    HHHHËËËË””””((((1111....77773333¯̄̄̄1111....22221111))))
3. f´´=0 ==> x“ = 3±∑‚6 

==> = ±∑‚x‚“ 
     f´´wechselt Zeichen bei xÈ .. x\ (4 einfache Nullstellen von f´´)

f´´´(xÈÍ^\ ) = ±4.076 resp. ±15.006
==> WWWWËËËË””””((((±±±±2222....33333333¯̄̄̄0000....777799993333))));;;;    WWWW####ÈÈÈÈ((((±±±±0000....777744442222¯̄̄̄----0000....999922228888))))

4. f(x) ——>0 für x ——> ±˘; AAAAssss::::    yyyy    ====    0000
b) F´(x) = AÒexp() + Ax(-x)Òexp() 
   = AÒexp(1 - x“) ==> AAAA    ====    ----1111;;;;    BBBB    bbbbeeeellll., F(x) = -xÒexp()
c) I(k) = F(k) - F(1) = ----kkkkÒÒÒÒeeeexxxxpppp((((1111----kkkk““““////2222))))    ++++    ∑∑∑∑‚‚‚‚eeee    ;;;;        lim I(k) = ∑‚e

x

e x p ( 1 - x * x / 2 ) * ( - 1 + x * x )

- 4 4

- 3

2

 

x =

y =

44443333....        f´(x) = (2-ln(x“))/x“
f´´(x) = 2(ln(x“)-3)/x¶
1. ‰ = ıñÌ0Î; Pol bei x = 0

NË”(±1 ¯ 0)
symm. bez O

2. f´=0 => x = ±e, f´ wechselt 
bei +e von + auf -
=> H(e¯2/e);T(-e¯-2/e)

3. f´´= 0 => x = ±∑‚e‚¶ mit Zeichenwechsel  => WË”(±∑‚e‚¶ ¯ ±3/∑‚e‚¶) 
4. lim x—>±˘ (f(x)) = 0, lim xï0 (f(x)) = -˘∞; lim xë0 (f(x)) = +˘

44444444....        a)  y´ = eeee----xxxx((((2222xxxx    ----    xxxx““““))))                                           b) y´ =  ((((11112222xxxx    ----    3333))))////((((2222xxxx““““    ----    xxxx))))                            

c)  y´ = 33333333xxxx¶¶¶¶    ++++    3333    ÒÒÒÒ    9999ÒÒÒÒllllnnnn((((3333))))ÒÒÒÒxxxx““““                           d)  y´ =  2222xxxxÒÒÒÒlllloooogggg2222((((2222xxxx))))    ++++    xxxx////llllnnnn((((2222))))

44445555....        I = ¿ex + 5ln(x)'“Ë = eeee““““    ++++    5555llllnnnn((((2222))))    ----    eeee    ====    8888....111133337777
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44446666....        s(a) = 2+a“/8 - ln(a), 
s´(a) = a/4 - 1/a = 0 
=> a = ±2; Skizze 
=> Min. bei aaaa    ====    2222

1 1 2 3 40

1

2

44447777....         2x-1 = x+3 => SSSS((((    4444    ¯̄̄̄    llllnnnn((((7777))))    ))));
y´Ë=2/(2x-1), mË = 2/7; y´”=1/(x+3); m” = 1/7;  tanƒ = 7/51 => ƒƒƒƒ    ====    7777....888811115555òòòò

44448888....        a)  y´= eeeexxxx((((eeeeÒÒÒÒxxxxeeee----1111    ++++    xxxxeeee))))
b) y = exp(ln(3) Ò (4x[ + 6)); 
y´=  exp(ln(3) Ò (4x[ + 6)) Ò 20Òln(3)Òx¢ = 22220000ÒÒÒÒllllnnnn((((3333))))ÒÒÒÒxxxx¢¢¢¢ÒÒÒÒyyyy
c)     y´= 3x“ÒlogÈ(5x]) + x¶Ò30x[/(5x]Òln4) = 3333xxxx““““((((llllooooggggÈÈÈÈ((((5555xxxx]]]]))))    ++++    2222////llllnnnn4444))))

44449999....        p: f(x) = ax“ + bx + 1; 
x = 1 : f(1) = a + b + 1 = e; 
k´(0) = 1 => f´(0) = b = -1  =>  a = e
P: y = ex“ - x + 1
F = ⁄¡(ex - ex“ + x -  1)dx 
= ¿ex - ex¶/3 + x“/2 - x''¡ = 0000....3333111122222222    

0

55550000....        f(x) = 1-e-x => aaaa((((xxxx))))    ====    1111
FFFF((((kkkk)))) = ⁄k(1-(1-e-x )dx = ⁄ke-x dx
= ¿-e-x 'k = -e-k  - (-1) = 1111    ----    eeee----kkkk

lllliiiimmmm    FFFF((((kkkk))))    ====    1111
P(1¯1-e-¡), mt = e-1, mn = -e = (y - (1 - e-1)/(x - 1)
=> n: y = -ex + e + 1 - e-1

=> SSSS((((    0000    ¯̄̄̄    eeee    ++++    1111    ----    eeee----1111))))    ====    SSSS((((    0000    ¯̄̄̄    3333....333355550000))))
1

2

3
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55552222....        p: y = -ax“ + b ; a > 0 ; P™p:  1 = -a/4 + b ==> -a = 4(1 - b)
==> p: y = 4(1 - b)x“ + b 
==> x“ = (y - b)/4(1 - b )
V(b) = π⁄x“dy = π/4(1-b)Ò⁄(y-b)dy 

= π/4(1-b)Ò¿y“/2 - by'b==> V(b) = πb“/8(b-1)
V´(b) = π/8Ò(2b(b-1)-b“)/(b-1)“ 
= π/8Òb(b-2)/(b-1)“ = 0
==> (bË = 0); b” = 2 ; 
V´ wechselt bei b” von - auf +
==> MMMMiiiinnnniiiimmmmuuuummmm    bbbbeeeeiiii    HHHH    ====    bbbb    ====    2222
Rot. um x-Achse: P(1¯0,5); y = ∑‚(‚x‚-‚b‚)‚/‚4‚(‚1‚-‚b‚); V(b) = π⁄y“dx; Rest wie oben
oder:
b = (4+a)/4; y = -ax“ + (4+a)4; x“ = (4+a-4y)/4a ; V = π/4a⁄(4+a-4y)dy = 
..=π/32aÒ(16+8a+a“) ; V´ = (8+2a)a-(16+8a+a“)7a“ = 0 ==> a“ = 16 etc

 

1/2

P(1/2¯1)

b

55553333....        a) gem. Punkt: sinx = k + cosx; Grenzfall: Berühren: cosx = -sinx
==> tanx = -1 ==> x = 3π/4; 7π/4 ==> k = sinx - cosx = ±∑‚2 ==> ----∑∑∑∑‚‚‚‚2222    ≤≤≤≤    kkkk    ≤≤≤≤    ∑∑∑∑‚‚‚‚ ‚ ‚‚‚ ‚ ‚‚‚ ‚ ‚‚‚ ‚ ‚‚‚ ‚ ‚‚‚ ‚ ‚‚‚2222
oder: s = k + c ==> 2c“ + 2kc + (k“-1) = 0; D≥0 ==> 8-4k“ ≥ 0 etc.
b) s = c + 1 ==> s - 1 = ∑‚1‚-‚s‚“‚ 
==> 2s(s-1) = 0; sË = 0 ==> xË = 0; 
xxxx””””    ====    ππππ; x# = 2π;s” = 1 ==> xxxxÈÈÈÈ        ====    ππππ////2222  
==> SSSSËËËË((((ππππ////2222¯̄̄̄1111))));;;;    SSSS””””((((ππππ¯̄̄̄0000)))) 
(oder 2c“ + 2c = 0 etc)
„ in SË: mË = o; m” = -sinπ/2 = -1 
==> tanƒ = 1 ==> ƒƒƒƒ    ====    44445555òòòò (ebenso in S”)
Tangente t in O an cË: t: y = x; 
Normale n in QQQQ((((4444ππππ////3333¯̄̄̄1111////2222)))) auf c”: 
mt = -sin(4π/3) = ∑‚3/2 ==> mn = -2/∑‚3 = (y - 1/2)/(x - 4π/3) 

==> nnnn::::    yyyy    ====    ----2222////∑∑∑∑‚‚‚‚3333    ÒÒÒÒ    xxxx    ++++    8888ππππ////3333∑∑∑∑‚‚‚‚3333    ++++    1111////2222  = -1,155x + 5.337
tín: x(1 + 2/∑‚3) = (16π+3∑‚3)/6∑‚3 ==> x = (16π+3∑‚3)∑‚3/(6∑‚3(∑‚3+2)) = 2,4786
==> SSSS####((((2222,,,,44448888¯̄̄̄2222,,,,44448888))))

c) V = π⁄s“dx - π⁄(1+c)“dx = π⁄(2s“ - 2c - 2)dx = π¿x - sc - 2s - 2x'π/2
π

= π¿π - 2π - (π/2 - 2 - π)' = ππππ¿¿¿¿2222    ----    ππππ////2222''''    ====    1111,,,,33335555

π

2
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55556666....        y´= -sinx + 2 sin2x; y´´= -cosx + 4cos2x; y´´´= sinx - 8sin2x
1. k.Symm. ers.; 2π-periodisch
2. Nullst: cosx = cos2x = 2cos“x - 1 
==> 2c“ - c - 1 = 0; cË” = (1±3)/4
==> NNNNËËËË,,,,””””,,,,####,,,,ÈÈÈÈ((((0000,,,,    2222ππππ////3333====2222....00009999,,,,    
4444ππππ////3333====4444....11119999,,,,    2222ππππ¯̄̄̄0000))))
3. sinx - 4sinxÒcosx = 0 
==> sinx(1 - 4cosx) = 0; 
x = 0 ;  π ;  2π ;  1,318 ; 4,965
==> TTTTËËËË((((oooo¯̄̄̄0000))));;;;    TTTT””””((((2222ππππ¯̄̄̄0000))));;;;    TTTT####((((ππππ¯̄̄̄----2222))));;;;    
HHHHËËËË((((1111,,,,333311118888¯̄̄̄1111,,,,111122225555))));;;;    HHHH””””((((4444,,,,999966665555¯̄̄̄1111,,,,111122225555))))
4. -cosx + 4(2cos“x - 1) = 0 ==> 
8c“ - c - 4 = 0 ; cË” = (1±∑‚1‚2‚9)/16  ==> x = 0,6882; 5,595; 2,275; 4,008  
==> WWWWËËËË,,,,””””((((0000,,,,6666888888882222;;;;    5555,,,,555599995555    ¯̄̄̄    0000,,,,555588880000))));;;;    WWWW####,,,,ÈÈÈÈ((((2222,,,,222277775555    ;;;;    4444,,,,000000008888    ¯̄̄̄    ----0000,,,,444400006666))))

1

2π

55557777....        a) y ´= ssssiiiinnnnxxxxÒÒÒÒccccoooossssxxxx    ++++    xxxx((((ccccoooossss““““xxxx    ----    ssssiiiinnnn““““xxxx))))    ====    0000....5555ÒÒÒÒssssiiiinnnn((((2222xxxx))))    ++++    2222xxxxÒÒÒÒccccoooossss((((2222xxxx))))
b)  y´= 2Òln(3x¢-5) + 2xÒ12x¶/(3x¢-5) 
          = ((((2222((((3333xxxx¢¢¢¢----5555))))ÒÒÒÒllllnnnn((((3333xxxx¢¢¢¢----5555))))    ++++    22224444xxxx¢¢¢¢))))////((((3333xxxx¢¢¢¢----5555))))
c)  y´= 1/(2∑‚x) Ò sin“(2x) + ∑‚xÒ2sin(2x)Òcos(2x)Ò2
            = 1111////((((2222∑∑∑∑‚‚‚‚xxxx))))    ÒÒÒÒ    ((((ssssiiiinnnn““““((((2222xxxx))))    ++++    8888xxxxÒÒÒÒssssiiiinnnn((((2222xxxx))))ÒÒÒÒccccoooossss((((2222xxxx))))))))    
d)    y´= ----11110000xxxx////((((3333ÒÒÒÒ¶¶¶¶∑∑∑∑‚‚‚‚ ‚ ‚‚‚1111‚‚‚‚6666‚‚‚‚     ‚ ‚‚‚----‚‚‚‚     ‚ ‚‚‚5555‚‚‚‚xxxx‚‚‚‚““““‚‚‚‚ )))) ‚ ‚‚‚““““‚‚‚‚ ))))

55558888....        a)  ----2222ccccoooossss((((xxxx////2222))))      b)    2222xxxx    ----    ssssiiiinnnn((((2222xxxx))))                    
c) 5/7Ò¿ln(2e) - ln(e–¡)'= 5555////7777ÒÒÒÒ¿¿¿¿llllnnnn((((2222))))++++2222''''    ====    1111....9999222233336666               
d) -cot(π/3) + cot(4/π) = -0.57735 + 0.30661 = ----0000....22227777000066669999    

55559999....        a) F = ⁄(π/4 bis 5π/4) (sinx - cosx)dx = ¿-cosx - sinx' = 2222∑∑∑∑‚‚‚‚2222    ====    2222....88883333
b) 1/∑‚2 = sina - cosa  (*) = sina - ∑‚‚1‚ -‚ s‚‚i‚n‚‚“‚a
=> 4∑‚2s“ - 4s  - ∑‚2 = 0; sË” =(1 ± ∑‚3)/2∑‚2
sË = 0.9659 => aaaaËËËË    ====    1111....33331111; s” = -0.259 =>    aaaa””””    ====    3333....444400003333 = 2π/3 - aË
einfacher: (*) => 1/2 = sin“a - 2sinaÒcosa + cos“a = 1 - sin2a
=> 2a = π/6, 5π/6, 13π/6, 17π/6 => aaaaËËËË    ====    5555ππππ////11112222    ;;;;    aaaa””””    ====    11113333ππππ////11112222    
c) msin = cos(π/4) = ∑‚2/2; mcos = -sin(π/4) = -∑‚2/2 
=> tanƒ = 2∑‚2 => ƒƒƒƒ    ====    77770000....5555òòòò    ====    1111....22223333
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66660000....        a) yyyy´́́́====    ccccoooossss““““xxxx    ----    ssssiiiinnnn““““xxxx    oder: y = 0,5sin2x; yyyy´́́́====    ccccoooossss2222xxxx
b) yyyy´́́́====    ((((ssssiiiinnnnxxxx    ++++    xxxxÒÒÒÒccccoooossssxxxx))))////2222∑∑∑∑‚‚‚‚xxxx‚‚‚‚ ÒÒÒÒ ‚ ‚‚‚ssss‚‚‚‚ iiii ‚ ‚‚‚nnnn‚‚‚‚xxxx
c)    yyyy´́́́====    (2xÒtan2x - x“Ò2/cosx)/tan“2x 
= (2xÒsin2x/cos2x - 2xÒ1/cos2x)/(sin“2x/cos“2x)
 = (2xÒsin2x Ò cos2x - 2x“)/sin“2x = ((((xxxxÒÒÒÒssssiiiinnnn4444xxxx    ----    2222xxxx““““))))////ssssiiiinnnn““““2222xxxx    

66661111....        a) ¿0,5sin2x'π/4 = 0,5sinπ/2 = 0000,,,,5555

b) IIII((((xxxx) = ¿tanu'3π/4
x = tanx - tan(3π/4) = ttttaaaannnnxxxx    ++++    1111

c) 2222xxxx    ++++    ccccoooossss2222xxxx    ++++    CCCC

66662222....        f´(x) = -aÒsinx + bÒcosx; 
f(π/4) = 0= aÒ∑‚2/2 + bÒ∑‚2/2 ==> a = -b
f´(5π/6) = 0.5(∑‚3 - 1) = -0.5a + ∑‚3Òb/2
 ==> bbbb    ====    ----1111;;;;    aaaa    ====    1111
f´(π/4) = -sin(π/4) - cos(π/4) 
= -∑‚2 = tanƒ => ƒƒƒƒ    ====    111122225555,,,,3333òòòò    ((((55554444,,,,7777òòòò))))    

66663333....        a) SP: tanx = 1 => x = π/4, 5π/4;
F = ⁄(sinx - cosx)dx = 2222∑∑∑∑‚‚‚‚2222
b) P(a¯sina), Q(a¯cosa)
‚P‚Q = sina - cosa = 1/∑‚2  ¯quadr
=> 2sinaÒcosa = sin2a = 0.5
=>aaaaËËËË    ====    5555ππππ////11112222;;;;    aaaa””””    ====    11113333ππππ////11112222
  (75ò; 195ò)
c) VË = πÒ⁄sin“xdx ¿π/4;π' = 3π“/8 + π/4 = 2.019
V” = πÒ⁄cos“xdx  ¿π/4; π/2' = π“/8 - π/¢ = 0.448
==> V =  VË - V”  = ππππ““““////4444    ++++    ππππ////2222    ====    4444....000033338888

x=a

P

a

Q

π
2π

66664444....        a) M = πRs; cosƒ = 1/R => R = 1/cosƒ; 
sinƒ = R/s => s = R/sinƒ = 1/(sinƒÒcosƒ)
=> MMMM((((ƒƒƒƒ))))    ====    ππππ////((((ssssiiiinnnnƒƒƒƒÒÒÒÒccccoooossss““““ƒƒƒƒ))))
b) M´(ƒ) = -π(cos“ƒ - 2sin“ƒ)/(sin“ƒÒcos¶ƒ) = 0
=> sin“ƒ/cos“ƒ = tan“ƒ = 1/2
=> tanƒ = +1/∑‚2; ƒƒƒƒ    ====    33335555....3333òòòò;;;;    MMMMmmmmiiiinnnn    ====    8888....11116666
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66665555....        y´= -sinx + 2 sin2x; 
2. Nullst: cosx = cos2x = 2cos“x - 1  ==> 2c“ - c - 1 = 0; cË” = (1±3)/4
==> NNNNËËËË,,,,””””,,,,####,,,,ÈÈÈÈ((((0000,,,,    2222ππππ////3333====2222....00009999,,,,    4444ππππ////3333====4444....11119999,,,,    2222ππππ¯̄̄̄0000))))
3. sinx - 4sinxÒcosx = 0 ==> sinx(1 - 4cosx) = 0; x = 0 ;  π ;  2π ;  1,318 ; 4,965
==> TTTTËËËË((((oooo¯̄̄̄0000))));;;;    TTTT””””((((2222ππππ¯̄̄̄0000))));;;;    TTTT####((((ππππ¯̄̄̄----2222))));;;;    HHHHËËËË((((1111,,,,333311118888¯̄̄̄1111,,,,111122225555))));;;;    HHHH””””((((4444,,,,999966665555¯̄̄̄1111,,,,111122225555))))

66666666....        a) F = ⁄(π/4 bis 5π/4) (sinx - cosx)dx = ¿-cosx - sinx' = 2222∑∑∑∑‚‚‚‚2222    ====    2222....88883333
b) 1/2 = sina - cosa  (*) = sina - ∑‚‚1‚ -‚ s‚‚i‚n‚‚“‚a
=> 2Ò∑‚‚1‚ -‚ s‚‚i‚n‚‚“‚a = 2s - 1 => 8s“ - 4s - 3 = 0
sË = 0.91143 => aaaaËËËË    ====    1111....111144447777    ( a = 1.9948 ist Sch.L.); 
s” = -0.41143 =>    aaaa””””    ====    3333....555566666666 = 2π/3 - aË (a = 5.859 ist Sch.L.)
oder: (*) => 1/2 = sin“a - 2sinaÒcosa + cos“a = 1 - sin2a
=> sin2a = 0.75 etc.
c) msin = cos(π/4) = ∑‚2/2; mcos = -sin(π/4) = -∑‚2/2
=> tanƒ = 2∑‚2 => ƒƒƒƒ    ====    77770000....5555òòòò    ====    1111....22223333

66667777....        a) L: ssssiiiinnnn““““xxxx ; R: 0.5Ò(1 - cos�x Ò cos�x - sin�x Ò (-sin�x)) = 0.5Ò(1 - (1-s“) + s“) = ssss““““
b)    ----ccccoooossss((((2222xxxx++++2222))))    ++++    CCCC
c)  ¿3sin(x/3)'∞∞,, = 0 - 3Ò1 = ----3333

66668888....        a) M = πRs; cosƒ = 1/R => R = 1/cosƒ; 
sinƒ = R/s => s = R/sinƒ = 1/(sinƒÒcosƒ)
=> MMMM((((ƒƒƒƒ))))    ====    ππππ////((((ssssiiiinnnnƒƒƒƒÒÒÒÒccccoooossss““““ƒƒƒƒ))))
b) M´(ƒ) = -π(cos“ƒ - 2sin“ƒ)/(sin“ƒÒcos¶ƒ) = 0
=> sin“ƒ/cos“ƒ = tan“ƒ = 1/2
=> tanƒ = +1/∑‚2; ƒƒƒƒ    ====    33335555....3333òòòò;;;;    MMMMmmmmiiiinnnn    ====    8888....11116666

1
ƒ

ƒ
s

R

¥

66669999....        g: y = r/h*x, V = π⁄(0 bis h)r“x“/h“dx = πr“/h“*x¶/3 (0 bis h = πr“/h“*h¶/3 
= ππππrrrr““““hhhh////3333

77770000....        a) V = π⁄(x(4-x)“/16 dx,0,4) = 4444ππππ////3333
O = 2π⁄(f(x)∑‚1‚+‚f‚´‚(‚x)‚“  dx,0,4) = 11114444....222266666666
f´(x) = 0 = => x = 4/3 (Max.: klar) => rmax = f(4/3) = 4Ò∑‚3/9
=> QFmax = πÒrmax“ = 11116666ππππ////22227777
b) b = ⁄(∑‚1‚+‚f‚´‚(‚x)‚“  dx,0,4) = 4444....444499994444
c) s(x) = -32(3x + 4) Ò (9x“ + 40x + 16)-3/2, s(4/3) = -3∑‚3/16
 =>  ® = -16/3∑‚3 = ----11116666∑∑∑∑‚‚‚‚3333////9999
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77771111....        y = ax“ - 1 => x“ = (y + 1)/a 
=> V = π⁄“ x“dy 
= π/aÒ⁄“(y + 1)dy = 4π/a = 20 
=>    aaaa    ====    ππππ////5555

77772222....        V(Paraboloid) = π.
V(Bohrkern) = V(Zylinder) + V(Restparaboloid) = πr“(2 - r“)
==> r =  SQRT(1 - ∑‚2 / 2)  = 0.541

77773333....        P(2 ¿2), mt = f´(2) = 3 = (y - 2)/(x - 2) => t: y = 3x - 4, y = 0 => x = 4/3
V = π⁄x]/16dx (0,2) - π⁄(3x - 4)“dx (4/3, 2) = 11116666ππππ////66663333

77774444....        a) D = ' -2, 2 ', N: -2, 0, 2, f´(x) = (4-2x¢)/∑(4 - x“), H,T(+-∑2 ' +-2)
b) f´(x)“ = 4(x“ - 2)“/(4 - x“); L = 2∞ ⁄“∑(1 + f´(x)“)dx = 2∞4.7147 = 9999....444422229999
c) V = π∞ ⁄“f(x)“dx = 64π/15 = 4444....222266667777
d) A = 2π∞  ⁄“f(x)∞∑(1 + f´(x)“)dx = 10.2222π = 33332222....111111114444000055555555 
x = V(Gold)/A = 1g7(®∞A) = 0.001614cm = 0000....00001111666611114444mmmmmmmm

77775555....        g: y = (R-r)/h∞x + r, V = π⁄h ((R-r)/h∞x + r)“dx = π(R-r)“/h“∞x“ + 2r(R-r)/h∞x + r“ 'h

= π((R-r)“/h“∞h¶/3 + r(R-r)/h∞xh“+ r“h) = πh/3 ∞(R“ -2Rr + 3Rr - 3r“ + 3r“)
= ππππhhhh////3333    ∞∞∞∞    ((((RRRR““““    ++++    RRRRrrrr    ++++    rrrr““““))))

77777777....        f´(x) = e-x(1-x); f´´(x) = e-x(x - 2)
‰ = ı; N(0¯0), H(1¯1/e) = H(1¯0.37)
W(2¯2/e“) =W(2¯0.27)
f(x) ->0 für x ->˘
f(x) ->-˘ für x ->-˘

b) FFFF´́́́((((xxxx))))    ====    xxxxÒÒÒÒeeee----xxxx    ====    ffff((((xxxx))))
c) A(k) = k⁄2kf(x)dx = ¿F(x)'k2k = -2ke-2k - e-2k + kÒe-k + e-k

   = eeee----kkkk((((kkkk++++1111))))    ----    eeee----2222kkkk((((2222kkkk++++1111))))    ====    eeee----kkkk((((kkkk    ++++    1111    ----    eeee----kkkk((((2222kkkk    ++++    1111))))))))
d) A´(k) = -e-k(k+1) + e-k + 2e-2k(2k+1) - 2e-2k = 4kÒe-2k - kÒe-k

   = kÒe-k(4e-k - 1) = 0 => kË = 0, k” = ln(4) = 1.39..
    A(0) = 0 (Min!) =>Max bei k” (Zeichenwechsel von A´)
   => Max: A(ln(4)) = 1/4Ò(ln(4) + 1) - 1/16Ò(2ln(4) + 1) 
                                    = 1111////11116666ÒÒÒÒ((((2222llllnnnn((((4444))))    ++++    3333))))    ====    0000....333366661111

2 4
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77778888....        d“(x) = (x-4)“ + (0.5x“ - 2x - 2)“
d“´(x) = 2(x-4) + 2(0.5x“ - 2x - 2)(x-2) 
= x¶ - 6x“ + 6x  = x(x“ - 6x + 6)
=> xË = 0, x”# = 3±∑‚3
Skizze => PË(0¯0): d ist lokal minimal, d = 2∑‚5 = 4.47
P”(3-∑‚3¯ ∑‚3) : d ist lokal maximal, d = 4.625
P#(3+∑‚3¯ ∑‚3) : d ist absolut minimal, d = 0.7795

77779999....        f´(x) = -∑‚x/k + (1-x/k)Ò1/2∑‚x = 
(k - 3x)/2k∑‚x
==> Extremum bei  x = k/3

V = π⁄(1 - x/k)“xÒdx = 
π⁄(x - 2x“/k + x¶/k“)dx 

  =π¿x“/2 - 2x¶/3k + x¢/4k“'k  = π(k“/2 - 2k“/3 + k“/4) = πk“/12 = 4π/3
==> k“ = 16; ==> kkkk    ====    ++++4444                            ==> f(x) = (1 - x/4)∑‚x; f´(x) = (4 - 3x)/8∑‚x = 0
==> x = 4/3; f(4/3) = 4444∑∑∑∑‚‚‚‚3333////9999    ====    0000,,,,7777666699998888    ====    rrrr

1 2 3 4

88880000....        a) L´(x) = -(1/xÒx-(1+ln(x)))/x“ = f(x)
b) 1. Keine Symm. ers., ‰ = ı+     
2. N(1¯0), Pol bei x = 0
3. f´(x) = (1-2ln(x))/x¶ = 0 => x = ∑‚e, 
wwwwaaaacccckkkkeeeellllnnnn    ====>>>>    H(∑‚e ¯ 1/2e) = H(1.64¯0.184)
4. f´´(x) = (-5 + 6ln(x))/x¢ = 0  => x = eß5/6, 
Zeichenwechsel => WWWW((((2222....33330000¯̄̄̄0000....111155557777))))
5. f——>0 für x ——>˘,  f ——> -˘ für x ï 0 As: x = 0; y = 0

c) F(a) = -(1 + ln(x))/x ¯Ëa = -(1 + ln(a))/a + 1; f(e“) = ----3333////eeee““““    ++++    1111    ====    0000....5555999944440000;;;;    
LLLLiiiimmmm    FFFF((((aaaa))))    ====        1111

88881111....        a)  -1/6 Ò (3 + 4x)ß(-3/2) ¯¡ = -1/6 Ò (7ß(-3/2) - 3ß(-3/2)) =    0000....0000222233331111

b) 15π2Ò/7 Ò ln(x) ¯1/e
e = 15π“/7(1 + 1) = 33330000ππππ““““////7777    ====    44442222....3333
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