
Matur 5

Hilfsmittel: Formelsammlung, numerischer Taschenrechner

Zeit: 4 Stunden

1111....            a) Diskutiere f(x) = (x“ - 3x + 2):x“   (LE für Gf : 2H)
b) Berechne die endliche Fläche zwischen Gf und x-Achse.
c) Die Tangente in der linken Nullstelle von f schneidet Gf nochmals. Wo?

2222....            Zwei Raumschiffe RS1 und RS2 nähern sich mit konstanten Geschwindig-
keiten auf ihren geradlinigen Bahnen. In einem geeignet gewählten Ko-
ordinatensystem ist RS1 zur Zeit t = 0 im Punkt A1( 0 ¯ 0 ¯ 0 ), zur Zeit t = 5 im
Punkt B1( -10 ¯ 15 ¯ 20 ). A2( 61 ¯ -11 ¯ -46 ) und B2( 41 ¯ -6 ¯ -31 ) sind die ent-
sprechenden Punkte bei RS2. Die Zeiteinheit ist Sekunden, die Längen-
einheit ist Kilometer.
a) Bestimme die Geschwindigkeiten der beiden Raumschiffe.
b) Zu welchem Zeitpunkt ist RS2 dem Ursprung am nächsten?
c) Wie gross ist der minimale Abstand der beiden Flugrouten?
d) Wie gross ist der minimale Abstand der beiden Raumschiffe?
e) Um welchen Faktor müsste die Geschwindigkeit von RS2 verändert 

werden, damit  -  bei gleichen Flugrouten und gleichem Punkt A2 - die 
minimalen Abstände aus Aufgabe c) und d) übereinstimmen?

3333....            a) Zeichne die Kurve k: y = 2x Ò e1 - x  für -1 ≤ x ≤ 8 und bestimme Extrem- 
und Wendepunkte.

b) Wie lautet die Gleichung der n-ten Ableitung von y ?  (ohne Beweis) 
c) Bestimme die Fläche, die von der x-Achse sowie von Tangente und 

Normale von k im Punkt P(2 ¯ ...) eingeschlossen wird (exakt).
d) Wie gross ist die ins Unendliche reichende Fläche zwischen k und der 

x-Achse im 1. Quadranten ?

4444....            Einer Kugel mit Radius 1 ist ein dreiseitiges Prisma (Toblerone) mit regu-
lärer Grundfläche einbeschrieben. Bestimme die Grundkante a und die
Höhe h, wenn     a) das Volumen      b) die Oberfläche maximal sein soll .
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5555....            Gegeben sind die Punkte A( 1 ¯ 4 ¯ -6 ) und B( 7 ¯ -2 ¯ -3 ).
a) Unter welchem Winkel erscheint die Strecke AB von C( 3 ¯ 2 ¯ 0 ) aus ?
b) Berechne das Volumen der Pyramide mit der Spitze in O( 0 ¯ 0 ¯ 0 ) und 

den weiteren Ecken A, B und C.
c) Zeige, dass die Menge aller Punkte P( x , y , z ) mit ‚P‚A  = 2 Ò ‚P‚B  eine Kugel

ist und gib Mittelpunkt und Radius an.
d) Gib eine Gleichung der Geraden g = (AB) an. Spiegle dann g an πË (—> g*)

und bestimme den Durchstosspunkt von g* durch π”.

6666....            Kurzaufgaben:
a) Beweise die Formel für das Volumen des geraden Kreiskegelstumpfes!
b) Löse das System:    logË x + 2 Ò logË y = 1  und  x - y = 3
c) Die vierten Potenzen der Sinuswerte der Winkel eines rechtwinkligen 

Dreiecks bilden eine arithmetische Folge. Wie gross sind die Winkel ?

7777....            a) Bei jedem der 6 unabhängigen Lichtsignale auf der Strecke von A nach 
B  dauern die Phasen grün, gelb, rot, gelb, grün,.. jeweis 20, 10, 20, 10, 
20, .. Sekunden. Anna fährt von A nach B. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit muss sie     å) mindestens 1 mal        ∫) höchstens  3 mal anhalten ?

b) Candide bereitet für eine Prüfung 10 Spickzettel für 10 verschiedene 
Fragen vor. In der Prüfung zieht er bei einer Frage  å) mit  ∫) ohne Zu-
rücklegen solange einen Zettel, bis er den richtigen gezogen hat. Wie 
stehen die Chancen, dass er spätestens beim 5. Zettel Erfolg hat?

c) Ein Stapel besteht aus 25 roten und 25 schwarzen Karten. Es wird drei 
mal eine Karte gezogen; ist sie rot, so kommt sie in den Stapel zurück, 
ist sie schwarz, bleibt sie draussen und es wird eine neue rote Karte in 
den Stapel geschoben. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird höchstens 
einmal eine rote Karte gezogen?
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Matur 5

1111....            a) f´(x) = (3x - 4)/x¶; 
f´´(x) = (-6x + 12)/x¢
1. ‰ = ı ñ Ì0Î, 
N: x“ - 3x + 3 = (x - 2)(x - 1) 
=> xË = 1, x” = 2; 
Pol bei x# = 0
2. f´(x) = 0 => xÈ = 4/3, 
f´´(4/3) = 4:(4/3)¢ = 1.2656 
=> TTTT((((    4444////3333    ¯̄̄̄    ----1111////8888    ))))
3. f´´(x) = 0 => x” = 2, 
f´´ wechselt bie x” zeichen von + auf - =>    WWWW((((    2222    ¯̄̄̄    0000    ))))
4. f(x) = 1 - 3/x + 2/x“ => AAAA////xxxx))))    ====    1111, xïë0 => f(x) —> +˘

b) F = -Ë⁄“f(x) dx = - ¿x - 3ln(x) -2/x'!Ë“ = - (2 - 3ln(2)-1 - (1 - 0 - 2) )
    ====    3333llllnnnn((((2222))))    ----    2222        ====        0000....00007777999944444444

c) f´(1) = -1 = (y - 0)/(x - 1) => t: y = -x + 1
t í Gf: -x + 1 = (x“ - 3x + 2):x“ => -x¶ + x“ = x“ - 3x + 2 => x¶ - 3x + 2 = 0
xË = 1 ist (doppelte) Lösung => (x¶- 3x + 2):(x - 1) = x“ + x - 2 = (x - 1)(x + 2)
=> x” = -2 => SSSS((((----2222    ¯̄̄̄    3333))))
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2222....            a) gË: ◊r = t Ò (-2 ¯ 3 ¯ 4 ); g”: ◊r = ( 61 ¯ -11 ¯ -46 ) + t Ò (-4 ¯ 1 ¯ 3 )
vË = ¯(-2 ¯ 3 ¯ 4 )¯ = ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚2222‚‚‚‚9999        ====    5555....333388885555        ¿¿¿¿kkkkmmmm////ssss'''' !; 
v” = ¯(-4 ¯ 1 ¯ 3 )¯ = ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚2222‚‚‚‚6666        ====    5555....000099999999    ¿¿¿¿kkkkmmmm////ssss'''' !!!!

b) Normalebene E” zu g” durch Ursprung: E”: -4x + y + 3z = 0
E” í g”: -4(61 - 4t) + (-11 + t) + 3(-46 + 3t) = 0 => 26t = 393
tttt    ====    333399993333////22226666    ====    11115555....11111111                       (Schnittp: (0.5385 ¯ 4.1154 ¯ -0.6538) )

c) ◊n Å gË und ◊n Å g” => ◊n = ◊aË x ◊a” = (-2 ¯ 3 ¯ 4 ) x (-4 ¯ 1 ¯ 3 ) = 5Ò( 1 ¯ -2 ¯ 2 )
EË mit gË á EË  und O ™ EË => EË: x - 2y + 2z = 0
Abstand A2EË: 1/3 Ò (61 - 2Ò(-11) + 2Ò(-46)) = -9/3 => dddd    ====    3333

d) a(t) = d“ = (61 - 2t)“ + (-11 - 2t)“ + (-46 - t)“ = 9t“ - 108t + 5958
a´(t) = 18t -108 = 0 => tttt    ====    6666
 =>    dddd    ====    ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚aaaa‚‚‚‚((((‚ ‚‚‚6666‚‚‚‚))))    ====    ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚5555‚‚‚‚6666‚‚‚‚3333‚‚‚‚4444    ====    3333    ÒÒÒÒ    ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚6666‚‚‚‚3333‚‚‚‚6666    ====    77775555....00006666

e) F1, F2: Fusspunkte der Minimaltransversalen, ‚F‚Ë‚F ◊” = ◊f
=> ◊f = k Ò ◊n  => 61 - 4t* + 2t = k und -11 + t* - 3t = -2k und -46 + 3t* - 4t = 2k
=> -4t* + 2t  -k = -61 und t* - 3t + 2k = 11 und 3t* - 4t - 2k = 46
=> t* = 16; t = 1; k = -1 => FË( -2 ¯ 3 ¯ 4 ); F”( -3 ¯ 5 ¯ 2 )
Kontrolle: ◊f = (-1 ¯ 2 ¯ -2 ) = -1 Ò ( 1 ¯ -2 ¯ 2 )
( oder  ◊f Ò ◊a1 = 0 und ◊f Ò ◊a” = 0  => t und t*)

RS1: Zeit für A1F1: offensichtlich: t = 1
In dieser Zeit muss RS2 von A2 nach F2 
=> v”* = ‚A‚2‚ ‚F‚2 : 1 = sqrt((-3 - 61)“ + (5 +11)“ +(2 + 46)“) = 16Ò∑‚2‚6 
= 11116666ÒÒÒÒvvvv””””    (81.58 km/s)
Kontrolle: g”*: ◊r = ( 61 ¯ -11 ¯ -46 ) + t Ò (-64 ¯ 16 ¯ 48 )
a*(t) = d*“ = (61 - 62t)“ + (-11 + 13t)“ + (-46 + 44t)“ = 5949t“ - 11898t + 5958
a*´(t) = 11898t -11898 = 0 => tttt    ====    1111
 =>    dddd****    ====    ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚aaaa‚‚‚‚((((‚ ‚‚‚1111‚‚‚‚))))    ====    ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚9999    ====    3333

_ ______________________________________________________  
Josef Hölzli, Aufgabensammlung :  MATURITÄTSPRÜFUNGEN                                           4



3333....            a) y`= (2 - 2x) Ò e1 - x 
   y``= (-4 + 2x) Ò e1 - x 
  y```= (6 - 2x) Ò e1 - x 

y`= 0 => x = 1, y``(1) = -2 < 0
=> HHHH((((1111¯̄̄̄2222))))
y``= 0 => x = 2, y```(2) = 2/e ÷ 0
=> WWWWPPPP((((2222¯̄̄̄4444////eeee)))) = WP(2¯1.4715)

b) y(n) = (-1)n+1 Ò (2n - 2x) Ò e1 - x 
       = ((((----1111))))nnnn++++1111    ÒÒÒÒ    2222eeee    ((((nnnn    ----    xxxx))))    ÒÒÒÒ    eeee----    xxxx    
                    = ((((----1111))))nnnn    ÒÒÒÒ    2222eeee    ((((----nnnn    ++++    xxxx))))    ÒÒÒÒ    eeee----    xxxx

c) P = WP(2¯4/e)
y`(2) = -2/e = mt; => mn = e/2
t: -2/e = (y - 4/e)/(x - 2) => t: y = -2/e Ò x + 8/e ( y = -0.7356x + 2.9430)
t í x-Achse:  => x = 4
n: e/2 = (y - 4/e)/(x - 2) => n: y = e/2 Ò x  - e + 4/e ( y = 1.3591x -1.2468)
n í x-Achse: => x = (e - 4/e) Ò 2/e = 2 - 8/e“ ( = 0.9173)
=> F = 0.5 Ò g Ò h = 0.5 Ò (2 + 8/e“) Ò 4/e = 4444////eeee    ++++    11116666////eeee¶¶¶¶ (= 2.2681)

d) Y(x) =  (-1)-1 Ò 2e (-(-1) + x) Ò e- x = -2e Ò (1 + x) Ò e- x

F = limk->˘ ⁄ky dx = limk->˘ ¿-2e Ò (1 + x) Ò e- x '! 
     = limk->˘ ¿-2e Ò (1 + k) Ò e- k + 2e Ò 1 Ò 1' = 2222eeee

1 1 2 3 4 5 6 7 8- 10
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4444....            

r = 2/3 Ò a∑‚3/2 = a/∑‚3
r“ + h“/4 = 1 => a“/3 + h“/4 = 1
=> a“ = 3 - 3h“/4 = 3/4 Ò (4 - h“)
=> h“ = 4 - 4a“/3 = 4/3 Ò (3 - a“)
a) V= a“∑‚3/4 Ò h

V(h) = 3∑‚3/16 Ò (4h - h¶)
‚V´(h) = 4 - 9h“ = 0 => hhhh    ====    2222////∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚3333    ====>>>>    aaaa    ====    ∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚2222

b) O = 2Òa“∑‚3/4 + 3ah
O(a) = a“∑‚3/2 + 3aÒ2/∑‚3Ò∑‚3‚-‚a‚“ 

                = ∑‚3(a“/2 + 2aÒ∑‚3‚-‚a‚“)
‚O´(a) = a + 2∑‚3‚-‚a‚“ + 2a(-2a)/(2∑‚3‚-‚a‚“)=0
=> a∑‚3‚-‚a‚“ + 2(3-a“) - 2a“ = 0
=> a∑‚3‚-‚a‚“ = 4a“ - 6
=> a“(3 - a“) = 16a¢ - 48a“ + 36 
=> 17a¢ -51a“ + 36 = 0
=> a“Ë” = (51 ± ∑‚1‚5‚3)/34 = 3/2Ò(1 ± 1/∑‚1‚7)
aË = 1.3652, a” = 1.0659 (Scheinlösung)
=> aaaa    ====    ((((3333////2222ÒÒÒÒ((((1111++++    1111////∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚1111‚‚‚‚7777))))))))≠≠≠≠∞∞∞∞[[[[    ====    1111....3333666655552222
=> hhhh    ====    ((((2222((((1111----1111////∑∑∑∑ ‚ ‚‚‚1111‚‚‚‚7777))))))))≠≠≠≠∞∞∞∞[[[[====    1111....2222333300008888

1
h/2

r

r

x=1.3652

O(x)/∑‚3
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5555....            a) ‚C◊A = (-2 , 2 , -6),  ‚C◊B = (4 , -4 , -3)
cosƒ = ¯ ‚C◊A Ò ‚C◊B / ‚C‚A Ò ‚C‚B ¯ = ¯(-8 -8 + 18)/∑‚4‚4‚ ‚Ò‚ ‚4‚1 ¯ = 2/∑‚4‚4‚ ‚Ò‚ ‚4‚1  
=> ƒƒƒƒ    ====    88887777....33330000òòòò

b) ‚C◊A x ‚C◊B = (-30 ¯ -30 ¯ 0) =F F(ABC) = 0.5 Ò ¯(-30 ¯ -30 ¯ 0)¯ = 15 Ò ∑‚2
EABC : x + y + D = 0, A ™ E => 1 + 4 + D = 0 => D = -5 => E: x + y - 5 = 0
=> h = ‚O‚E = 5/∑‚2 => V = 1/3 Ò G Ò h = 22225555

c) ‚P‚A  = 2 Ò ‚P‚B  => ‚P‚A “ = 4 Ò ‚P‚B “
=> (x - 1)“ + (y - 4)“ + (z + 6)“ = 4 Ò Ì (x - 7)“ + ( y + 2)“ + (z + 3)“ Î
=> x“ + y“ + z“ - 2x - 8y + 12z + 53 = 4 Ò Ì x“ + y“ + z“ - 14x + 4y + 6z + 62 Î
=> 3x“ + 3y“ + 3z“ - 54x + 24y + 12z + 195 = 0
=> x“ + y“ + z“ - 18x + 8y + 4z + 65 = 0
=> (x - 9)“ + (y + 4)“ + (z + 2)“ = -65 + 81 + 16 + 4 = 36 => MMMM((((9999    ¯̄̄̄    ----4444    ¯̄̄̄    ----2222    )))),,,,    rrrr    ====    6666

d) g: ◊r = ‚O ◊A + t Ò ‚A ◊B =    ((((    1111    ¯̄̄̄    4444    ¯̄̄̄    ----6666    ))))    ++++    tttt    ÒÒÒÒ    ((((6666    ¯̄̄̄    ----6666    ¯̄̄̄    3333    )))).
A`( 1 ¯4 ¯ 6 ) , B`( 7 ¯ -2 ¯ 3 ) => g`: ◊r = ( 1 ¯ 4 ¯ 6 ) + t Ò (6 ¯ -6 ¯ -3)
 => t = -1/6 => DDDD((((    0000    ¯̄̄̄    5555    ¯̄̄̄    11113333////2222))))

6666....            a) g: m = (rË - r”)/h = (y - r”)/x
=> g: y = (rË - r”)/h Ò x + r”
=> V = π Ò ⁄hy“dx =
 π Ò ¿(rË - r”)“/h“ Ò x“ + 2r”x(rË - r”)/h + r”“'!h

= π Ò ¿(rË - r”)“/3h“ Ò h¶ + r”h“(rË - r”)/h + r”“h'!
= πh/3 Ò (rË“- 2r”rË + r”“ + 3rËr”) = ππππhhhh////3333    ÒÒÒÒ    ((((rrrrËËËË““““++++    rrrr””””rrrrËËËË    ++++    rrrr””””““““    ))))

b) lgx + 2Òlgy/lg100 = lgx + lgy = lgxy = lg(x(x-3)) = 1 
=> x“ - 3x - 10 = 0 =>( xË = 2); x” = -) => ((((xxxx¯̄̄̄yyyy))))    ====    ((((5555¯̄̄̄2222))))

c) a.F.:  sin¢(90ò  - ∫) , sin¢(∫) , sin¢(90ò)
s¢(∫) - s¢(90ò - ∫) = s¢(90ò) - s¢(∫) => s¢(∫) - c¢(∫) = 1 - s¢(∫)
=> 2 Ò s¢(∫) - (1 - s“(∫))“ - 1 = s¢(∫) + 2 Ò s“(∫) - 2 = 0 => s(∫)“Ë” = -1 ± ∑‚3
=> s(∫) = ∑ ‚-‚1‚ ‚ +‚ ∑ ‚3 => ∫∫∫∫    ====    55558888....88883333òòòò,,,,    åååå    ====    33331111....11117777òòòò    ,,,,    ©©©©    ====    99990000òòòò
a.F. : sin¢(90ò  - ∫) = sin¢(å) = 0.07180 ; sin¢(∫) = 0.53590, 1 ; d = 0.464102

r 

rË

h
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7777....            a) Fahren bei grün, Stop sonst;      Pn(n Stops) = (]n)(2/3)n Ò (1/3)6-n

å) P(mind. 1 Stop) = 1 - P = 1111    ----    1111////3333]]]]    ====    0000....9999999988886666
∫) P(max. 3 Stops) = 1 - (PÈ + PÍ + P^) = 1 - (15 Ò 16 + 6 Ò 32 + 64)/3]

                                    = 1111    ----    444499996666////3333]]]]    ====    222233333333////777722229999    ====    0000....3333111199996666

b) å) P = 0.1 + 0.9 Ò 0.1 + 0.9“ Ò 0.1 + 0.9¶Ò 0.1 + 0.9¢ Ò 0.1 = 44440000999955551111////11110000[[[[    ====    0000....4444000099995555
∫) P = 1/10 + 9/10 Ò 1/9 + 9/10 Ò 8/9 Ò 1/8 + 9/10 Ò 8/9 Ò 7/8 Ò 1/7 

             + 9/10 Ò 8/9 Ò 7/8 Ò 6/7 Ò 1/6 = 5 Ò 1/10
         = 1/10 + 9/10 Ò (1/9 + 8/9Ò(1/8 + 7/8 Ò (1/7 + 6/7 Ò 1/6))) = 0000....5555

c) P(rss) = 1/2 Ò 1/2 Ò 24/50
P(srs) = 1/2 Ò 26/50 Ò 24/50
P(ssr) = 1/2 Ò 24/50 Ò 27/50
P(sss) = 1/2 Ò 24/50 Ò 23/50
P(tot) = 1/2 Ò 24/50 Ò (1/2 + 26/50 + 27/50 + 23/50) 

                = 6/25 Ò 101/50 = 333300003333////666622225555    ====    0000....4444888844448888
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