
Matur 7

Hilfsmittel: Formelsammlung, numerischer Taschenrechner

Zeit: 4 Stunden

1111....            

a) Bestimme den Wert des Parameters a so, dass alle Extremalpunkte 
von Gf auf der Winkelhalbierenden des ersten Quadranten liegen.

b) Diskutiere f für a = 2 (LE = 2H, -8 ≤ x ≤ 12). Gib auch die Gleichung der 
asymptotischen Kurve für x -> ±˘ an.
c) Es sei n die Normale zu Gf im Punkt P(-6 ¯ ... ). Bestimme die x-Koordi-

naten aller gemeinsamen Punkte von n und Gf.

Gegeben:   f(x) = 19  Ò x¶
x - a 

2222....            
Gegeben sind die Punkte A( 3 ¯ 6 ¯ 4 ), B( 4 ¯ 3 ¯ 0 ) und C(10 ¯ 21 ¯ 16 ) sowie
die Ebene EË: z = 2.
a) Bestimme die Gleichung der Ebene E” durch A, B und C, den Winkel å 

zwischen der Geraden g = (AB) und EË, den Winkel ∫ zwischen EË und 
E” sowie die Gleichung der Schnittgeraden s von EË und E”.

b) Eine Kugel K mit Mittelpunkt M( u ¯ v ¯ w ) und Radius R = 3 geht durch A 
und B,  M liegt auf EË und es gilt u > w. Bestimme die Gleichung von K.

c) Ein Lichtstrahl von C aus in Richtung  von Q( -4 ¯ -7 ¯ -10 ) wird an der 
Kugel K reflektiert. Wo durchstösst der reflektierte Strahl πË ? 

3333....            Gegeben ist die Kurve mit der Gleichung k:  y = (x“ - 4)Òe - x - 1.

a) Bestimme Nullstellen und Extrema ; zeichne k (LE = 4H, -2 ≤ x ≤ 4).
b) Eine Stammfunktion von f(x) = (x“ - 4)Òe - x - 1 hat die Form

F(x) = (ax“ + bx + c)Òe - x - 1. Bestimme a, b und c.
c) Die Tangente t in P( -1 ¯ ... ) an k hat mit k auch noch den Punkt Q ge-

meinsam. Bestimme die Gleichung von t, den Punkt Q sowie die Flä-
che A, die von k und t zwischen den Punkten P und Q eingeschlossen 
wird.
d) Unter welchem Winkel schneiden sich k und t in Q ?
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4444....            Einer Kugel mit Radius 1 ist ein Quader einbeschrieben, bei dem zwei der
drei Kanten im Verhältnis 1 : 2 stehen. Wie lang sind die drei Kanten, wenn
a) das Volumen, b) die Oberfläche maximal ist ?

5555....            a) Auf den vier Flächen eines regulären Tetraeders sind die Zahlen 1, 2, 
3 und 4 aufgemalt. Das Tetraeder wird zweimal geworfen und jeweils 
die unten liegende (also verdeckte) Zahl notiert. X sei das Produkt die- 
ser Zahlen. Bestimme die Verteilung und den Erwartungswert von X.

b) Bei einem Spiel mit zwei Würfen dieses Tetraeders sei X der Gewinn in 
Franken; bei einer Doppelvier gibt es aber keinen Gewinn, sondern es 
müssen v Franken bezahlt werden. Bestimme v, wenn das Spiel fair ist.

c) Claudia �vermutet, �die Vier komme zu oft und plant folgenden Test: 
Nach� hundert �Würfen �wird �das �Tetraeder als gefälscht���� bezeichnet, 
wenn dabei 35 mal oder noch öfter die Vier gekommen ist. Wie gross 
ist die statistische Sicherheit dieses Tests ?

d) Mit� welcher� Wahrscheinlichei�t hätte� Claudia mit obigem Test einen 
Fehler 2. Art begangen, wenn in Wahrheit die Chancen für eine Vier 
30% wären? Interpretiere die Resultate von c) und d) mit zwei allge-
meinverständlichen Sätzen.

6666....            Gib die Gleichungen aaaalllllllleeeerrrr Kreise an, welche die x-Achse sowie die beiden
Kreise KË: (x - 10)“ + (y - 1)“ = 1 und K”:  (x + 6)“ + (y + 1)“ = 81 berühren.

7777....            Kurzaufgaben:

c) Löse:    4Òsin[x + 7Òsin��x Ò cos“x - 4Òsin��x = 0 ; x ™ ¿0; 2π'

b)  Löse:     e
8Òln(3)

Ò e
- 8

3 Ò ln(3)
 Ò e

 8
9 Ò ln(3)

 Ò e
- 8

27 Ò ln(3)
 Ò .............. = 3

 x + 1
 Ò 3

x

a)  Bestimme exakt:    lim
x → 6

  x¶ - 6x“ + 2x - 12
x“ + x - 42
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Matur 7: Lösungen

1111....            a) f´(x) = 1/9 Ò (2x¶ - 3ax“)/(x - a)“; f´(x) = 0 => xË = 0, x” = 3a/2;  N(0¯0) ™ wË (!);
E(3a/2 ¯ f(3a/2)) ™ wË <=> 3a/2 = (3a/2)¶/9(3a/2 - a) =  27a¶Ò2/(9Ò8Òa)      => aaaa    ====    2222
b)9Òf´(x) = x“(2x - 6)/(x - 2)“ ; 9Òf´´(x) = 2x(x“ - 6x + 12)/(x - 2)¶
1. ‰‰‰‰    ====    ııııññññÌÌÌÌ2222ÎÎÎÎ;;;;    kkkk....    SSSSyyyymmmmmmmm....    eeeerrrrssss....;;;;        NNNN((((    0000    ¯̄̄̄    0000    )))),,,,    PPPPoooollll    bbbbeeeeiiii    xxxx””””    ====    2222
2. f´(x) = 0 => xË = 0, x” = 3, f´´(0) = 0 => ?; f´´(3) = 2 => TTTT((((    3333    ¯̄̄̄    3333    ))))
3. f´´(x) = 0 => xË = 0, f´´wechselt bei xË d. Zeichen von  + auf -=> TTTTPPPP((((0000    ¯̄̄̄    0000    ))))
x#È: D = 36 - 48 < 0 => keine weiteren WP 
4. lllliiiimmmm((((xxxx---->>>>±±±±˘̆̆̆))))    ffff((((xxxx))))    ====    ˘̆̆̆;;;;    lllliiiimmmm((((xxxxëëëë2222))))ffff((((xxxx))))    ====    ----˘̆̆̆;;;;    lllliiiimmmm((((xxxxïïïï2222))))ffff((((xxxx))))    ====    ˘̆̆̆
f(x) = 1/9 Ò ¿x“ + 2x + 4 + 8/(x - 2)' => AAAA((((xxxx))))    ====    1111////9999    ÒÒÒÒ    ((((xxxx““““    ++++    2222xxxx    ++++    4444))))
(Scheitel von A(x) : S(-1 ¯ 1/3))
c) f´(-6) = -9/8, P(-6 ¯ 3) => n: 8/9 = (y - 3)/(x + 6) => nnnn::::        yyyy    ====    8888xxxx////9999    ++++    22225555////3333
n í Gf:  8x/9 + 25/3 = f(x) => x¶ - 8x“ - 59x + 150 = 0
p ™ n => (x¶ - 8x“ - 59x + 150):(x + 6) = x“ - 14x + 25
=> xxxx####ÈÈÈÈ    ====    7777    ±±±±    2222∑∑∑∑‚‚‚‚6666, xxxx####    ====    11111111....888899999999,,,,    xxxxÈÈÈÈ    ====    2222....1111000011110000

P

n

PË

P”
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2222....            a) E”: ◊r = ‚O◊A + u‚A◊B + v‚A◊C = ( 3 ¯ 6 ¯ 4 ) + u(1¯-3¯-4) + v(7¯15¯12)
    I: x = 3 + u + 7v;   II: y = 6 - 3u + 15v;   II: z = 4 -4u + 12v
   3I  +  II: 3x + y = 15+ 367v;   4I + II:  4x + z = 16  + 40v 
  10I´- 9II´:  30x - 10y - 36x - 9z = 6 
  =>    EEEE””””::::    6666xxxx    ----    11110000yyyy    ++++    9999zzzz    ++++    6666    ====    0000;   ◊n” = (6¯-10¯9); 

g: ◊r = ‚O◊A + t‚A◊B = (3¯6¯4) + t(1¯-3¯-4); ◊n(EË) = (0¯0¯1)
sinå = ¯ (1¯-3¯-4))Ò(0¯0¯1) ¯/‚A‚BÒnË = 4/∑‚2‚6 Ò 1 = 0.7845 => åååå    ====    55551111....66667777òòòò
cos∫ = ¯‚ ◊nËÒ◊n”¯/nËÒn” = 9/∑‚2‚‚1‚7 Ò 1 = 0.6110 => ∫∫∫∫    ====    55552222....33334444òòòò
EË í E”: z = 2 => 6x - 10y + 24 = 0 => z. B PË(0¯2.4¯2) P”(-4¯0¯2) ™ s
‚P‚Ë‚P◊” = (-4 ¯ -2.4 ¯ 0)=>    ssss::::    ◊ ◊◊◊rrrr    = ‚O◊PË + tÒ‚P‚Ë◊P” = ((((----4444¯̄̄̄0000¯̄̄̄2222))))    ++++    ttttÒÒÒÒ((((5555¯̄̄̄3333¯̄̄̄0000))))

b) M(u¯v¯2), ‚M‚A“ = 9 und  ‚M‚A“ = ‚M‚B“
=> (u-3)“ + (v-6)“ + (2-4)“ = 9 und  
       (u-3)“ + (v-6)“ + (2-4)“ = (u-4)“ + (v-3)“ + (2-0)“
II => 2u - 6v = -20; u = 3v - 10 in I:  (3v - 13)“+ (v-6)“ = 5
oder: (u-3)“ + (v-6)“ + (2-4)“ = 9 und  (u-4)“ + (v-3)“ + (2-0)“ = 9
=> u“ + v“ - 6u - 12v = -40 und u“ + v“ - 8u - 6v = -20 => u = 3v - 10 etc.
=>10v“ - 90v + 200 = 0 => vË = 4, v” = 5 => MË(2¯4¯2),    MMMM””””((((5555¯̄̄̄5555¯̄̄̄2222))))
=> KKKK::::    ((((xxxx----5555))))““““    ++++    ((((yyyy----5555))))““““    ++++    ((((zzzz    ----2222))))““““    ====    9999

c)Strahl: ◊r = ‚O◊C + tÒ‚C◊Q = (10 ¯ 21 ¯ 16 ) + t Ò (7¯14¯13) í K 
=> (5+7t)“ + (16+14t)“ + (14+13t)“ = 9 => 414t“ + 882t + 468 = 0
=> tË = -1, t” = -26/23, Skizze => t = -1 =>    DDDD((((3333¯̄̄̄7777¯̄̄̄3333))))
Tangentialebene: ◊nT = ‚M◊D = (-2¯2¯1) => T: -2x + 2y + z + k = 0
D ™ T => -6+ 14 + 3 + k = 0 => k = -11 => TTTT::::    ----2222xxxx    ++++    2222yyyy    ++++    zzzz    ----    11111111    ====    0000
C an T spiegeln: Lot zu T durch C l: ◊r = ‚O◊C + t Ò ◊nT = (10¯21¯16) + tÒ(-2¯2¯1) 
l í T=> -2(10-2t) + 2Ò(21+2t) + (16+t) -11 = 0=> 9t +27 = 0 => t = -3 => F
=> ‚‚O◊C´= ‚O◊C - 6 Ò (-2¯2¯1) => CCCC´́́́((((22222222    ¯̄̄̄    9999    ¯̄̄̄    11110000))))
refl. Strahl: ◊D = ‚O◊D + t Ò ‚C‚´◊D= (3¯7¯3) + t Ò (-19 ¯ -2 ¯ -7 )
refl. Strahl í πË => 3  -7t= 0 => t= 3/7 
=> SSSS((((----33336666////7777    ¯̄̄̄    44443333////7777    ¯̄̄̄    0000))))    ====    SSSS((((----5555....11114444    ¯̄̄̄    6666....11114444    ¯̄̄̄    0000))))
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3333....            a) f´(x) = (-x“+2x+4)Òe - x - 1, f´´(x) = (x“-4x-2)Òe - x - 1

Nullstellen: xxxxËËËË””””    ====    ±±±±2222
Extrema: f´(x) = 0 =>x#È = 1 ± ∑‚5
f´´(x#) = -0.0647 => HHHH((((1111++++    ∑∑∑∑‚‚‚‚5555    ¯̄̄̄    0000....0000999933336666))))    ====    HHHH((((3333....222233336666    ¯̄̄̄    0000....0000999933336666))))
f´´(xÈ) = 5.66 => TTTT((((1111----    ∑∑∑∑‚‚‚‚5555    ¯̄̄̄    ----3333....111133330000))))    ====    TTTT((((----1111....222233336666    ¯̄̄̄    ----3333....111133330000))))
b) F´(x) = (-ax“ + (2a-b)x + (b-c))Òe - x - 1 => aaaa    ====    ----1111,,,,    bbbb    ====    ----2222,,,,    cccc    ====    2222
=> F(x) = (-x“ -2x + 2)Òe - x - 1

c) P(-1 ¯ -3); f´(-1) = 1 = (y + 3)/(x + 1) => tttt::::    yyyy    ====    xxxx    ----    2222    =>    QQQQ((((2222    ¯̄̄̄    0000))))
A  = -1⁄“¿f(x) - (x-2)'dx =  -1⁄“f(x)dx  - -1⁄“ (x-2)dx = 
(-4-4+2)e–¶ - (-1+2+2)e≠ - ¿2-4-(0.5 + 2)' =
 -6e–¶ - 3 + 4.5 = 1111....5555    ----    6666eeee––––¶¶¶¶    ====    1111....222200001111
d) f´(2) = 4e–¶ => tanƒ = ¯(4e–¶ - 1)/(1+4e–¶Ò1)¯ = 0.66785 => ƒƒƒƒ    ====    33333333....77774444òòòò

(-1.5¯-2.89), (-1¯-3), (-0.5¯-2,27), (0¯-1.47), (0.5¯-0.84), (1¯-0.41), 
(1.5¯-0.15), (2.5¯0.07)

P

Q

t

k

ƒ
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4444....            5x“ = 4r“ => r“ = 5x“/4
=> r“ = 5x“/4 = 1 - h“/4 => h = ∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“
V = 2x“h => V(x) = 2x“∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“ (einfacher: V(h) !)
V´(x) = 4x∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“ + 2x“(-10x)/2∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“ = 0
=> 4x(4 - 5x“) - 10x¶ = 0
=> 2x(8 - 15x“) = 0 => xË = ∑‚8‚/‚1‚5 = 0.7303
(V´wechselt bei xË das Zeichen von + auf -, o.ä.)
=> Kanten: 2222∑∑∑∑‚‚‚‚2222‚‚‚‚ //// ‚ ‚‚‚1111‚‚‚‚5555,,,,    4444∑∑∑∑‚‚‚‚2222‚‚‚‚ //// ‚ ‚‚‚1111‚‚‚‚5555,,,,    2222////∑∑∑∑‚‚‚‚3333
                      0000....7777333300003333,,,,    1111....4444666600006666,,,,    1111....1111555544447777
(Vmax = V(xË) = 1.232; k# = 1.1547)
V(h) = 2(4h-h¶)/5; V´(h) =0 => h = 2/∑‚3 etc.
b) O = 4x“ + 4xh + 2xh = 4x“ + 6xh
O(x) = 4x“ + 6x∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“; Ges: Max in I = ¿0∞2/∑‚5'
O(0) = 0, O(2/∑‚5) = 16/5; O stetig und pos. in I.
O´(x) = 8x + 6∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“ + 6x(-10x)/2∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“ = 0
=> 8x∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“ + 6(4 - 5x“) - 30x“ = 0  => 2x∑‚4‚ ‚-‚ ‚5‚x‚“ = 15x“ - 6
=> 4x“(4 - 5x“) = 225x¢ - 180x“ + 36  => 245x¢ - 196x“ + 36 = 0
=> x“Ë” = (196 ±56)/490  
=> xË = ∑‚1‚8‚/‚3‚5, x” = ∑‚2‚/‚7 (Scheinlösung)
=> Kanten:   3333∑∑∑∑‚‚‚‚2222‚‚‚‚//// ‚ ‚‚‚3333‚‚‚‚5555,,,,    6666∑∑∑∑‚‚‚‚2222‚‚‚‚//// ‚ ‚‚‚3333‚‚‚‚5555,,,,    ∑∑∑∑‚‚‚‚1111‚‚‚‚0000‚‚‚‚//// ‚ ‚‚‚7777    
                                                                ====    0000....7777111177771111,,,,    1111....4444333344443333,,,,    1111....1111999955552222
    (Omax = O(xË) = 7.2, hË = k# =1.1952)

x=0.7303

V(x)

x = 0.7171
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5555....            a)    XXXX 1111 2222 3333 4444 6666 8888 9999 11112222 11116666
PPPP((((XXXX====xxxx))))    ÒÒÒÒ    11116666 1111 2222 2222 3333 2222 2222 1111 2222 1111
EEEE((((xxxx)))) = (1+4+6+12+12+16+9+24+16)/16 = = 100/16 = 22225555////4444
b) 0 = E(X´) = (1+ 4 + 6 +12 +12 +16 + 9 + 24 )/16 -v/16 => vvvv    ====    88884444
c) H: P(Vier) = 1/4, HË: P(Vier)>1/4; 
P(Anz. Vieren in 100 Würfen ≥ 35) = 1 - P(Anz. Vieren in 100 Würfen ≤ 34)
                                                                      = 1 - 0.9836 = 0.0164
=> H kann mit der stat. Sicherheit von 99998888....33336666%%%%    zu gunsten von HË verwor-
fen werden.
d) H ist falsch, wird aber nicht verworfen:
P(Anz. Vieren in 100 Würfen ≤ 34 und P(Vier) = 0.3)) =     0000....8888333377771111 (!)
Mit diesem Test wird mit grosser Sicherheit (98.4%) ein L-Tetraeder als
solches bestätigt. Dagegen wird ein gefälschtes Tetraeder, bei dem die
Vier zuoft kommt (P(Vier) = 0.3 statt  0.25), in den wenigsten Fällen als
solches entlarvt.
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6666....            Ges: M(u¯v), r
a) x-Achse von oben => v = r, 
   => KË von aussen: (u - 10)“ + (v - 1)“ = (v + 1)“   ¯ Ò1   (*)
   => K” von aussen:  (u + 6)“ + (v + 1)“ = (v + 9)“    ¯ Ò(-1)
   => 32u - 4v + 64 = -16v - 80 => -8u + 3v = -36 =>  u = (3v + 36)/8
   u in (*) => (3v - 44)“ = 64Ò4v => 9v“ - 520v + 1936 = 0; vË = 484/9, v” = 4
   => uË = 74/3; KKKKLLLLËËËË::::        ((((xxxx    ----    77774444////3333))))““““    ++++    ((((yyyy    ----    444488884444////9999))))““““    ====    ((((444488884444////9999))))““““
         u” = 6;        KKKKLLLL””””::::        ((((xxxx    ----    6666))))““““    ++++    ((((yyyy    ----    4444))))““““    ====    4444““““
b) x-Achse von oben => v = r, 
   => KË umfassend:  (u - 10)“ + (v - 1)“ = (v - 1)“   => u = 10
   => K” von aussen:  (10 + 6)“ + (v + 1)“ = (v + 9)“    => 16v = 176, v = 11
   => KKKKLLLL####::::    ((((xxxx    ----    11110000))))““““    ++++    ((((yyyy    ----    11111111))))““““    ====    11111111““““
c) x-Achse von unten => v = -r
   => KË von aussen: (u - 10)“ + (v - 1)“ = (-v + 1)“   ¯ Ò1   (*)
   => K” von aussen:  (u + 6)“ + (v + 1)“ = (-v + 9)“    ¯ Ò(-1)
   => -32u -4v + 64 = 16v - 80 => -8u - 5v = -36 =>  u = (-5v + 36)/8
    u in (*) => (-5v - 44)“ = 64Ò0 => v = -44/5 => u = 10 (auch direkt aus (*)
   => KKKKLLLLÈÈÈÈ::::    ((((xxxx    ----    11110000))))““““    ++++    ((((yyyy    ++++    44444444////5555))))    ====    ((((44444444////5555))))““““    
                                                ====    ((((xxxx    ----    11110000))))““““    ++++    ((((yyyy    ++++    8888....8888))))““““    ====    8888....8888““““

KL4

KL3

KL2

KL1

K2

K1
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7777....            a) N: (x- 6)(x + 7) ==> 12 = 2Ò6 ......=> 6 ist Nullstelle von Zähler und Nenner
=> (x¶ -6 x“ + 2x - 22) : (x - 6) = x“ + 2 => (x“ + 2)/(x + 7) --> 33338888////11113333

b) L: 3ß(8 - 8/3 + 8/9 - 8/27......) = 3ß(8Ò1/(1+1/3)) = 3]
     R: 3ß(x + ∑‚x‚+‚1)
=> ∑‚x‚+‚1 = 6-x; => x“ - 13x + 35 = 0 => xË” = (13 ± ∑‚2‚9)/2
Probe => xxxx    ====    ((((11113333    ----    ∑∑∑∑‚‚‚‚2222‚‚‚‚9999))))////2222    ====    3333....888800007777

c)  sin x(4Òsin¢x + 7Òcos“x - 4) = 0 ; sinx = 0 => x = 0, π, 2π
z = sin“x ; cos“x = 1 - sin“x => 4z“ -7z + 3 = 0 => zË” = (7±1)/8, z = 1, 3/4
=> sinx = ±1 => x = π/2, 3π/2
      sinx = ±2/∑‚3 => x = π/3, 2π/3, 4π/3, 5π/3
=>    ÚÚÚÚ    ====    ÌÌÌÌ0000,,,,    ππππ////2222,,,,    ππππ////2222,,,,    2222ππππ////3333,,,,    ππππ,,,,    4444ππππ////3333,,,,    3333ππππ////2222,,,,    5555ππππ////3333,,,,    2222ππππÎÎÎÎ
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